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第一章集合论与数论 


§1集合论 

我们假定读者已熟悉集合论的基本槪念，如 交集、幷集、子 
集、 包含及映 射等.请参考前面的“符号说 明”. 

定义 1 J 设 s 及 t 为集合，是由 s 到 r 的 映射. 任取 
‘没中的二兀素^1及$2，如果 P ( Sl ) = /^($2)时，必有^1 = $2，则称 P 为 
—— 映射， 或 单射， 如果对于 t 中任意元素 t , 必有 set 使 = 

则称 P 为 ^ 到 7 1 上 的映射，或 滿射. 如果 P 同时为单射及满射， 
则称 P 为单滿映射. 

•集合论中最有意义的槪念之一是“基数”.我们有如下的定 
义： 

定义 1.2 设$ 及了为集合. 如有一单满映射 P : 了，则称 

&与了同 基数. 

讨论 1) 如集合^与整数集合 {1,2, …， n } 同基数，则称 S 为 
有 限集，而称其基数为凡反之则称之为无 限集. 设^及了为同堪 
数的有限集， ♦了为 一 映射，则易证：如 P 为单射，则 P 必为 
满射.反之，如 P 为满射，则 P 必为单射.此一命题可谓之 鸽笼定 
理， 即设想 5* 为一群鸽子，7 1 为等数的鸽笼，则上命 题即： 如果 
每 - 鸽子已 一一 进笼，则鸽笼必无空者；反之，如鸽笼皆无空 
者，则必然每一笼中仅有一只鸽子. 

2) 如集合5•与正整数集合 {1,2, 3 ，…, n, … }同基数，则称6•为 

可数 无限集 • 有限集与可数无限集 统称可 数集， 除此之外，皆称 
-为不可数集. 

3) 对所有的无限集而言，鸽笼定理皆不成立，然而证法比狡 



复杂，远离本书的趣旨，请读者参考集合论的专书.现在我们 R 
举一例以说明此种现象，即所谓的“希尔伯特的旅馆”：设一旅 
馆有可数无限个房间 {1,2 ，…， n , … } ，已住满房客，如同时又来了 
可数无限个新房客 •“ ，心 ，… } ，则 一 个简易的安排方法是 
令原住 n 号房间的老房客移入 2 n 号房间，于是空出 { l ,3,5，"*,2 n + 
1^"} 所有奇数号房间.令新房客依序住入即可，也即令新房客 
住入 2 n - 1号房间.从此例中，可以看出单射不一定必是满射. 
反之，如令头两个人挤一间房，其余的人依序住入空出的房间， 
则满射又不一定是单射了. 

定理 1 . 1有理数集 Q 是可数无限集_ 

证明 我们采用所谓“三角数法”.考虑正有理数的集合 
q 4 . 把 Q + 中的元素按分母大小排成如下的无限矩阵 i 



然后我们把整个矩阵的元素，按箭头所指的顺序，依次对应到所 
有正的偶数，自然，已经出现过的有理数则略去.例如， 

1 n 1 , 2 n 1 0 3 

了->2， y -^4, 了 —6， 了―8， y -^10, 

等等.这样就把 Q + 对应到了正偶数集.同法，我们可以把负有 
理数集 Q - 对应到大于1的正奇数集.再把0对应到 1. 不难看 
出，这个对应是由 Q 到正整数集汉={1„2, …， n , … }的单满 映射. 
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•于足 Qid - pJ ■数无限龙 . 丨 

系设有可 数集& = {^,4 ，…，〜，…}，可数姐/•则 
这些可数个&的幷集 U A 也是可数集， 

it / 

证明利用三角数法 . I 
定理 1.2 实数集及为不可数 

证明假设及为可数集，则所存实数可以排成一 行： { ri , r 2f 
-••，％,•••}.我们用“对角线法”来证明这是不可能的. 

把，…， 、，… 用十进小数泻出 如下： 

r 】 ^ a u b n b l2 — b ln …， 

r 2 = fl 2 •占 21 b 2 2“， b 2 n …， 


r n ^ a n . b n \ 办 n 2 …办 nn …， 


其中诸 fl , •为整数， hi 为0，1，2,…， 9 之一.现取一实数 

r = 0*^1 y 

如下：如果纟 nn ^5， 则取、= 5，否则取 C „ = 4 («=1，2, …） •显 
然 (Vn = l ,2, …）.故 r 不在集合{~，~ ，…,，… } 之中.由 
、此知及为不可数集 . I 

在代数学中，经常应用构造“直积”、“商集”的方法.我们 
「有如下定义 # 

定义 *1.3 设/为一个集合，如果对毎一个都有一个集 
合&， 则心 的直积定义为 

f € / 

{ ( s i ) ie / • s i € 

即/到 U A 的所有映射 S ， 而且能适合 s (0 者.如/为可 

ief ^ 

-数览时 ， U A 巾的元索常智成一行 ( s i ， s 2 ，…， s n ， …）. 

定义设了为一集合，如果了为一些分离的子集的幷 m . 





即了 = U r i ， 幷且不同的子集 L 的交集为空集，则这些子集了> 

i y 

的集合{了〗： /€/} 称为 了的一个商集 • 

讨论 1) 设了为所有中国人民的集合，按照某种法定年龄的 
标准，了可以划分 为 T ， 未成年人的集合和了 2 =成年人的集合 • 

则{7\,了 2 }构成 T 1 的一个商集 • 此商集中仅有两个元素* 

2) 设为了的一个商集，则可在了中定义一个梅 

应的“等价关系” ~如下： 

_ 

<#=#> a , 6属于同一个 Tj , 

一般言之，任意关系“〜”如具有下列三条性质，则称为一个等 

价关系： 

( a ) 反 身性： 

( b ) 对 称性： 如果 a 〜匕 

( c ) 传递性：如果 a 〜 b 〜 c ， 则 | 

我们也可以用等价关系来定义商集如下 • 

定义 1.4* 设〜为集合了上的等价关系•令 

T a ={ b : beT 9 b ^ a } 9 

则 {TV aeT } 是 T 的一个商集，称之为关于等价关系〜 的商集 r 
T ' a 称为一个等价子集 • 

讨论为说明定义 1.4* 中的{7\}确实是商集，我们仅须验 
证两点： 1) 了二 \ J T ai 2) 如果 r a nT \： 年 〆 ，则 T a = T c , 1) 

是显然的，这因为 a 〜〜所以关于 2 )，设 
令4为7%中任意元素，则有 

即 h 丁。. 所以了同法可 得出* r a cz * r c ， 于是 7^7%. I 
下面的“数学归纳法”是正整数集汉的公理之一，其洋情: 

请见附录中正整数的“皮诺公 理”. 

数学归纳法 设对每个正整 数讲， 有命题如能证 明：: 



1) 戶 （1) 是正确的;、 

4 

2) ^ 设 n 是任意大于1的正整数，如对所有小于 n 的正整数 
f 都是正确的，则 P ( n ) 是正确的， 

I ^ 

那么所有的命题 Pfm ) 皆是正确的. 

讨论这个数学归纳法不能从更简明的公理系统导出， 然而 
可以从下面的讨论中理解其合 理性： 根据 1), 已知 P ( l ) 是正确 
的.运用 2), 令 n = 2, 则知户(2)是正确的.再运用2)，令 n = 3, 
则知 P (3) 是正确的.如此反复运用 2), 则知所有的命题 P ( m > 
皆是正确的 .丨 

在代数学里，经常应用 “ Zom 引理”.此引理等同于“选择 r 
公理”及“良序原理”，是集合论的公理之一.为了讨论 Zom 3| 
理，我们先引入“序”与“半序”的槪念. 

定义 1.5 设&为一集合. 5 1 的一个关系“>”如适合下列 
条件，则称之为一个半序： 

1) s i > s i， V s i 6 

2) 汶1>夕”没2>没3 V ^1 ^ ^2 ^ 

3) ~— = V ^1 ^ ^2 ^ 

定义 1.6 设 S 为一集合，>为$的宇序.如果适合下列条 
件，则称>为$的序： 

4) 对任意 WhAei 总有或 s 2 > s u 

定义 1.7 设> 为攻的 半序，了为$的子集 • 如果 5* 的一个 
元素 s ,适合(”€了），则称 s 为了的一个 上限. 如果 J 
具有如下性质： )/ s t eS , 只要必有 = 则称 S 为及的 

一 个极大元楽， 

定义 " U 设 s 为一集合，>为$的？ 序， 了为 s 的子集 • 
如果局限于7中>是一个序，则称 r 为一 链. 

Zorn 引理 设5•为一非空集合， > 为5■的半序.如果任意链 
皆钌上限，则 S 有一极大元素. 

讨论 1) 在集合论中，已经 证明了 Zom 引理实际上是一个 



公理，所以不可能从其它较简单的公理系统中导出. 

2> 1 利用 z <> r n 引理可以简化许多证明，也可以证明一些除此 
之外 的其它方法不能证明的结果 • 例如，我们可以证明平面上的 
任何有界区域公內皆有极大的开圆盘，证法如下： （ a ) 令 S 为 
D 內所有开圆盘构成的集合，用包含 C ： 定义半序 （ b ) 由于 

Z ) 內至少有一个开圆盘，所以5 •是非 空的； （c) 如果一些开圆 
盘构成 的集合 { D i: i € /} 成为一链，则 ( JR 也显然是 D 的一个 

.开圆盘，它是此链的上限; （ d ) 于是根据 Zorn 引理，有界区域 
A 內必有极大的开圆盘. 


习 a 

1. 设 P 为集合&到集合: T 的映射 • 证明 P 是一个单射的充 
栗条件是下列两条件中任一条 成立： 

(1) 存在了到5 •的 映射 r ， 

(2) 不存在某集合V到* S* 的两个不同映射 ri ,r 2 ，使 

= pr 2 . 

2. 设 P 为集合&到集合了的映射.证明 P 是一个满射的充 
要条件是下列两条件中任一条 成立： 

(1) 存在了到&的映射 r, 使 pr = lw 

(2) 不存在了到某集合以的两个不同映射使 

TjP = r 2 p # 

3. 设5•是一基数为 n(n>l) 的有序集*证明在 5* 中存在一 

个元素《，使有举例说明无限的有序集不一定乳 
有此性质. ’ 

4. 设㈣ :集合《到集合『的泱射， Vl，B 是《的子集.证明 
p(AU5) =/)(A)Up( 5), p(AnB)C/o(>l)np(B) # 

举例说明 p (x n 的不一定等于 p ( a ) n p (万) . 

5. 设 P 是集合 S 到集合了的.决射， A 是 5* 的 笋集 . im /£ 


一般情况下 p { S \ A )^ T \ p { A ) ^ 

6. 设且乂/叫云 及. 在 c 內定义等价关系： 

a 〜 J5 <#=^> j8 = a + + bo> 2 (a,b^ ： Z') m 

试求 C 对上述等价关系的商集. 

7. 令 QO ] 表示所有有理系数的多项式集.证明 QMS - 
个可 数集. 

8. 令 C 表 Cantor 点集.（:的构造法如次：在区间[0，]]中 
挖去中间的1/3长的开线段 （1/3,2/3). 其次，在所余的两个闭维 
段[0,1/3]， [2/3,1] 中各挖去中间的1/3长的开线段.如此 K 复 
作下去，所得的余集即是 c . 证明(:是一个不可数集. 

9. 证明“兄弟”是一个等价关系，“子女”不是一个等价 
关系 • 

10. 证明在整数集 Z 中，通常用的是一个序. 

11. 证明在任何一个集合&中，包含 “=)” 是子集族的一个 
半序 • 

12. 证明题 10 中的半序不适合 Zorn 引理的条件，而题 11 中 
的半序适合之 # 


§2唯一分解定理 

数学的起源之一是对整数的硏究.近世代数从整数的“皮诺 
公 理系” 开始讨论，由此公理系引出整数集的四则运算的法则， 
如交換律、结合律、分配律等，幷进一步建构有理数集 Q 、 实数: 
集及、复数集 C . 这种讨论法自有其逻辑的严谨性，然而对于代 
数学的读者而言，似嫌迂远，旁离本旨.本书将这部分的推理邦 
入附 录中. 以下我们将假设读者已熟悉整数集7、有理数集 Q 、 
实数集 B 及复数集 C 的四则运算的法则. 

整数论中，最重要的定理之一是 “辗 转相除法”.汉代的敗 
学书《九章算术》中，有求两正整数的公因数的“更相减拟求 



等”之法，即“辗转相除法”也 • 衆九韶千《数书九章》 （1247 
年）又曾 论及. 在现代，此法通常被称为“欧几里得算法”.我 
们先引入如下的槪念. 

定义 1.9 设 a 为一实数，以 [>] 表示小于或等于 a 的最大整 
教，即 a 的整数部分. 

讨论例如，[3.1] = 3， [-3.1]= -4, [5] = 5. 

定理 1.3( 欧几里得算法）令 d 为一正实数， n 为任意实数. 
剿必有一整数4及一实数 r , 使得 

n = qd + r 9 0< r 〈 d. 

II 明 应 用定义 1.9, 读者自证 . | 

系1 在以上定理中，4及 r 皆为唯一确定的. 

证明 读 者自证 . I 

系2女卩在上定理中 n 及 d 皆为整数，则 r 也为整数. 

欧几里得算法的应用之一是硏究几个整数的因数及公因数. 
沩此，我们定义如下： 

定义 1.10 设 the 为整数.如果 = 则称 fl 是 &的倍 
激，&是 a 的因数，用符号表示之.如果糾 …， 

则称&是〃 1 , 七，…， 、的公 因数. a l } a 2 > -*, a n 的公因数中的最大 

j 

者，称为七，〜， …， 〜的 最大公因数. 如果，…, 

侧称《是\,彡 2 ，*",纟饥的公倍数， …, 、的公倍数中最小非 
•负整数，称为^，匕，…,纟$的最小公倍数.如果 a 与6的最大公 
: 因数是1,则称 a 与&互素. 

定理 1.4 设〜，七€之，且不全为零， 则七，〜的 最大公 
闼数是集合 

(( a ! ， 〜） = { 石】 a 】 +為 2 沒 2 :办 1 ，办 * e 名 

啐的最小正整数. 

证明令集合(七，七）中的硗小正整数为 

I 

d — "I" 0 \ Z • 



孩照欧几里得算法，专在整数 q 及 n ， 使得 

a x ^ q x d + r lf 

如果则有 

r x zz 分 〆 = (1 — C l^O a i + ( - 4 l ^2) fl 2 6( fl l ， fl 2)， ^ 

即 q 是 （ q ,%) 中比 4 更小的正整数 • 这显然是不可 能的. 故知 
1 = 0,即 

a i ~ Q \^9 

亦即 

^ I a im 

词法 可证引 a 2. 即 d 是^1 ， fl 2 的公因数》 

现 设以为 七的另一公因数，则有 

、 

| d^y ( 0>2 ' I 

M \ id ^\ d 9 而 d 为正整数， 故 d > d \ I 

以下，我们将证明“算术基本定 理”. 即整数分解成“素 
数”的连 乘积的 々唯一分解定理” • 为此，我们要引入“不可约 
•数”及“素数”的槪念*値得注意的是，在整数集中有乘法逆兀 
素的数仅是1与 - 1，即如果 n 与 n _1 皆为整数，则《必为1或 
-!• 

定义 1 J 1 设有一整数 a ， 非0，1., - U 如在 a 的任意分解 
式 k = 中，必有&或 c 为1或 -1( 即&和 之一必为可逆的）， 
则称 a 是一个不可分解数（或称不可约 数）. 如杲1/0时，必有 
^1/或 a | P ， 则称是一个素数 • 素数又称为质数. 

引理 Z 的不可约数皆是素数，素数也皆是不可约数， 

证明设 a 是不可约数 * 不妨设 a >0( 否则讨论-幻•设 
^\ bo . 如果 a 不是&的因数，由于 a 的正因数只有1与《，所以 
的最大公因数必为 1. 按照定理 1.4, 有使得 

1 = c x a + c z b. 

.以 c 乘上式两边，得到 



c - cic x a + c 2 &) = + Mr# 

由于故 fcc / aez . 曲上式即知 flk , 所以 a 为素数，反之 ，- 
设 a 为素数，且0 =心.不妨设则的最大公因数必为 Mi 
及 I 办 I ，于是有 l a l = lM ，& c =± i . I 

讨论 从上 面的引 理可以看出，在 z 中“不可约数”与“素 
数”是一物的二名.在以后的“环论”中可以潑到，在广泛的愦 
况下，这两个槪念是各有所指的.这两个槪念的同一性是下面的 
“唯一分解定理” 的基石. 

定理 1.5( 唯一分解定理）任意大于1的整数 a 皆可分解成. 

正素数的连乘积 

a = n p «* 

i 

在这个连乘积中，正素数 Pi 的次序自然可以调換，除此之外，这 
个连乘积是唯一的. 

证明我们首先证明这个分解是存在的，然后再证明其唯一 

性. 

2是正素数，于是2=2是2的分解.按照数学归纳法，给 
定一个正整数 a > l , 可以假定所有大于1小于 a 的整数皆可分 
解.如果 a 是素数，则 a = 是 a 的分解；如果 a 不是素数，应用 - 
引理，得到 

a = be , a > c > l , 

其中及 c 皆可分解成正素数连乘积，于是 a 可分解为正素数连 
乘积，即 a = IJp f . 

i 

下面证分解的唯一性•设 a =n q i 是^的另 - 正素数连乘」 

积分解式，则有 

Pilah ( n 、))， 
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m 



Pi 1^7, 

如果 Pill ， 则必有 Pi 

pik 2 

如此推演下上 ， 必有某个1，使得 

Pi\^s. 

而 i 为素数，山引理，〜为不可约数，于是有 

■ 

<7 s =Pu 

考虑 

n p * = ^ =： ^ = n < ?/» 

i>\ 1 * ?4I 



. h 用数学归纳法，即有唯一性 .丨 ' 

以府，除特别声明外，所谓“素数”皆指正素数而言. 

例1 不难导出下述 命题： “设 Pf (!' = 1,2 ，…， n ) 均为素数, 

n 

呗 + 1 的因数皆非 〜， P 2, …， Pn . ”这是因为，如果幻为 

n 

+ 〗 的因数，则有 aez ， 使得 



邝 ( a ~ Ij[pfjpj = i » 

也即 P ; l !. 还显然是不可能的.由上面这个命题，又可推出“素 
焱 fi 无限多个”.事实上，如果仅有葙限多个素数0 1 而，…， P n , 
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则 


(n-) 


1的素因子只能是…， P n 中的某些个，这与上 


面的命题矛盾.故知素数有无限多个. 

例 2 取一正分数 m / n , 可以用欧几里得算法求得 其连分 

数.我们且举祖冲之 （430 —501年)的“密率” fff 为例. 


355 3 X 113 


113 


113 


16 一 o , I 6 o 1 

~~ 3 + Ti 3 = 3 + m 


7 x 16 
~16 


16 


更一般地，任意实数 r ，都可以用此法求出其连分数.我们以 
* = 3. 14159265358979323846 … 为例，以说 明之. 

« 。 . 0.14159265358979323846 … 


•14159265358979323846 … 


0.00885142787144737077— 
0^1415926^358979323846— 


0. 14159265358979323846… 
0 . 00 88 514 27 8714 4 7 3 70 7 7 - 


= 3十 


7 + 


0,008821235518093 17691 ••• 
0700885 lT 278 n 44737007- 


n 




15 + 


0 . 00885142787144737007 — 

0 . 00003019235335419316 ^ 






292 + 




:这种连分数与“最佳渐近分数”有关，详见华罗庚著 《数 论导 
引》第十章.在上面的《的连分数中，如果我们只保留前边几 
项，弃去其余的项，则得到 

3， 3 + +， 


7 +--- 

15 + ——~ * 

1 + 292 

也即 

22 333 355 103993 

3, 了， 106 , U 3 , *33102" 

碲祖 冲之的 “密率”适在其中. 

习 题 

■ 

1. 设 n 为正整数， a 为实数明 〆 ’ 

t 

r [ na]i n % 

⑴ =Mj 





2 . i 正明: 

3. \% a,b 是两个 IE 整数. 证明它们的最大公因 了 ^ 与最小 • 

公浩数爪之积 dm = ab 9 

4 

4. 设 n 是一个正整数， P 是一个素数.求 n !的素因子标 
松分解式中 P 的方幂数， 

5. 用欧几里得计算法 证明： 每一个正整数都可以用十进位 
法唯一地表示出. 

6. 试求1030301的素因子标准分 舫式. 

7 . 试求 e 的连分数到第五位. 

8. 在应用问题上(例如密码)，整数的因子分解有重耍性. 
一般 言之，理论上很简单的整数分解，实际做起来是很繁的，例 
如，试求1234567891011121314151617的素因子标准分解式 • 

9. n 阶进位法：把实数的小数部分先用1/2度景之，所余 
用1/3!度量之，依此反复类推.換句活说，如0<«<]，则将 a 
表作： 


0 - = + jy + …+ 5 十…， o < 〜 

其屮“为整数. 证明： 如果 a 是有理数，那么只有有限个〜不为 

尜， 

10. 利用题9证明 e 是无 理数. 

11. 埃及记 数法： 证明每个眞分数 a ({)<fl<l ) 可以写成 
的有限和形式，其中0两两不同，且为正整数. 

12. 设 x 是一个实数，令 

((JC)) = \ 


当 X 不是整数， 
当 X 是 整数， 




13. 令为整数，定义 


s ( h ^ k ) 


k - 1 


hr 




hr 


■ 



2 



j 正明 


( 1 ) s(h，IO 


S(({))(( 

V K 1 


hr 



(2) 如果 ">0， k > Q ，( h，fO = l ， 则有 

12hf(s(h f f() + 12khs(Jc ， h) = A 2 + ^ 2 -3^+ 1* 


§3 同余式 


定义 1.12 设 m 为非零整数 • 两个整数 fl ， t 如果适合 

m\a-b f 

'则称 a si 对模爪 同余 ，记为 

a 三 b (modm ) # 

r 义之，如架勺6对模 m 不同余时，刚记为 

a 与 b (mod tn ) # 

讨论同佘关系是一个等价关系.事实上，容易验证 
0反 身性： a^a ( modm ), 

2) 对 称性： 如果 a ~b ( modm )， 则 b = a (modm ) j 

3) 传递性：如果 & 三 c (modm )， 贝 （ 

m \ a - b y m\b - c m | (a - 6) + (ft ^ c) - a- c y 

JUP a - - r (mod m) m 

按照定义 1.4*， 同余关系把整数集 Z 划分成一些“同余子 
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集” • 

定义 1.13 称集合 

{b: b^a(mod m)} 

为模 m 的同佘子集，记为 [>] m . Z 对模 m 的同余关系的商 集记为 
^ m, 如果 & € [ a ]m， 且^ j f7l ] , 则称&为 [ a ]m 的主余数. 
引理 = { [0]m ， [l]m ， [2]m ，…， [1 叫 • 

证明任取一个同余子集 [>] m ， 按照欧几里得算法，存在籃 
数4及『，使得 

a = q\m\ + r f 0< r < | m | . 

于是 [ fl ]m = [ r ]m. 又如果 0< < < / 时，显然有 

COm 乓 [/] m _ I 

从代数观点看来，的重要性质是在其中可以定义自然的 I 
加、戚、乘法运算.我们有如下的 定理： 

定理如果 ！ XL = ra m ，OTm - C /] w » 则有 

[a + b-] m = [i + /] m , £a-b^ m = li -;] ro , 

于是我们可以定义 

这些运算适合如下的法则： 

1) 结 合律： (£^ + C /'] m )+ M « = C * + ； + fc]m 

= Km + (C/]m + 

(COm [;]H C*7«m = 

2) 交換律 ： [*]m + [7]m = [/]m + [’]«»， 

LQ^ilrn = 

3) 分配律： [*]«([；]« + Kim) = [*]m[；]m + WmKlm r. 

4) 有幺元 I [0] m 是加法的幺元，即 [0]m+ [〗]m = ， 

[1；^是'藥 & 的 i； 元，即 [l]mD‘]m = ram; 

5) 有加法逆元：[-0«是 [Gm 的加法逆元，即 
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C-Om + D']m = [03 m . 

证明如上，设 [ fl ]m = [(]«»， C^]ro ^ C /] m > .卵:有 

tn | fl — I , fft 1 "■ /. 

故有 ffi I (fl — i ) + (6 - /) = (fl + fr ) — (*• 幻〉，即 

a + ^=i + j (mod m ), 

也即 [ fl + = 

同法可证 = 又匆 

m \b(a - j) -j- i(b - /) = afe - i;, 

故 a 6= tj(mod m ), 即有 [>&] m = P /] m « 

应用上面的结果，我们有 

Mm + C^]m = ^+^]« = D' + /]«= COm + [/]«*• 

因此，同余子集加法的结果是唯一确定的，与同余子集 [>] m , 
[ Cm 的不同表示方法无关.通常，如果从运算或映射的定义可 
以推知结果的唯一性，则称此定义是 K 好的，亦即是可以成立: 
的.上面巳证明了同余子集加法的定义是良好的，类似地可证咸: 

I 

法与乘法的定义也皆是良 好的. 至于定理中的五项运算法则是简^ 
明易证的，请读者自证之.丨 

例3 令 m =2. Z 2 = : {[0： 2 ,[1] 2 },其中[0] 2 为偶数集， 
[1]2为奇数集.[0]2 + [0]2 = [0]2，[0]2 + [1]2 = [1]2，[1]2+. 

Lilz = CoD 2 , 即偶+偶=偁，偶+奇=奇，奇+奇=偶， 

■ 

令 ni =3. 易知[10]3 = [1]8，[10"]3 = ([10]3〉* = ([1]3)* 

[ r ] 3 = [ l ] 3 . 由此立 得十进 位整数满足等式 

Cn s n s ^ l ^n 2 n l J 3 = ln l + n 2 + …+ 

例如， [74 1]3 = [12]3 = [3]3 = [0]3，故3!741« 

令 m=ll ， 易知 [10]u = [- l]ii ， [10 tt ] u = [( —l 〉*] u •所 


以十进位整数满足 



例如， [5678] u = [-5 十 6 —7 + 8 ] u = [2] ⑴即5678除以 11 余2, 
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例 4 循环赛的赛程.设有偶数 个队： 队1、队2、…、队2« 
举行循环赛（如实际上是奇数个队，则不妨用一空牌充作一个队， 
使队数为偶数)，两两成对拼搏.设同时进行 n 场比赛，问题在于 
或口何安排整个赛程.以7用同余式提供一个简明的赛程. 

令 m = 2 n - i . 规定在进行第；次比赛时，队 a 根据下面的同 
余式，解出〃来，然后去找&队 比赛： 

b 三 i 一 a(mod m)， 

此处 a 和&受 a，b 的限制，而且如果6 = a 时，则队 a 

去找队 2 n 比赛. 

要说明上述的办法是合理的，必须证明下面三点： 1) 如队 
a 找队6比赛时，队6必然找队 a ; 2) 每次必然有而且仅冇一 
个队找队 2 n 比赛, 3> 当1•自1到 m = 2 n - 1变动时，队 a 的对手 
必须都不一样. 

因 & •- a(mod m )==^ a^i - &(mod m )， 故 1) 得证.因为 

餘掉队 2 n 之后，剰下有奇数个队，所以这些队两两搭配后，必剩 
下某个队去找队 2n. 我们说明这样的队只有一个，设队屮及队 
^2都找队加，则 

a x ^i - a^mod m)， a 2 =i - a 2 (mod m) # 

故 2(^! - a 2 )^0 (niod m ), 

那 m |2( A - a 2 ). 但 m 为奇数，所以，即 

a 1 =a 2 (mod m) # 

往意到 1< 屮， a 2 < m , 即知~ =七.故2>得证. 

仿上，读者试自证3>. 

定义 1.14 称的子集 a 与 m 互素}为模阳的缩剰 
余集，记为其基数称为尤拉 P 函数蚁 m ), 

定理 1.7( 尤拉定理）设 a 与 m 互素，则有 

a <p(w) ^l(mod m) m 


证明芩虑映射 



易知 ^为 单射.事实上，如果 a [办 i]m = 0 [办 2] m ， 贝 lJ 

[ 以 I]m =[ 处 2 ]m ， a i b \ - ^ 2 )^0(inodm), 

即 m \ a { b x - ^ 2 ). 

ff _ l 于 /7 I 与 <2互素，所以 m i - 厶2,即 [& l]m ^ [&2] m ，故 a 为单射. 
根据鸽笼定理，即知 a 为单满映射.于是有 

n [n n [心 山， 

» t l Z* It ,1 *ez* 

即 

n(G^i) -- n fr i( mod m ), 

(a v，(m) - 1) JJ 厶戶 O(mod m), 

而卜皆与 m 互素，故 m |( flW m ) - l )， 即# ⑷三 l ( modm ).( 

极易从尤拉定理导出下面的定理. 

定理 1.8( 费马定理）设 P 为素数， Pia , 则有 

fl 卜 1 三 l(mod p ). 

证明在尤拉定理中令爪=口，不难看出 KP ) = P -1. 1 
系设 P 为素数， a 为任意数，则总有 

a p =^ia(mod p). | 

例5 应用费马定理，吋編一种简品而极难破解的密码如下 r 

1) 任何文词皆可写成电码，这就是所谓“明码”.电码都是 
数卞.对文词的长度可加以限制（长文可分段送出）.简言之，我们 
仅考虑小于某正整数 W 的正整数. 

2) 取一素数 P , mO > N . 再取另一整数(7，使4与 P -1 互 
素，幷与 P 的大小相仿 • 

3) 令 m = p <? .公布 m ， 把因数分解 m = pg 当成绝密，不令人 

■ 

4) 设有一明码 n </^ 解 


知. 


19 



n w ==c(mod m), l<c<m, 

得 G 此即讯息 n 的密码.请注意 

5) 收码人知道因数分解 w = pfl ， 而且已知与 p - 1互素， 
于是得二整数使叼 — 6( p - l ) = i ， 即叫 = 1 + Hp -1). 所 
以收得密码 e 以后，立即进行下列对模 P 的 运算： 

c B -=n(modp), l<n<p, 

(这是因为 c a ~( n t < l ) a =( n a 9 ) p ==( n 1 + blp - l ) ) p ~ n i ， ( Tj p - l ) bp ^ 
n p } ip = n p ^ n(mod p )), 即解得 rt • 

在上面的过程中，显然需要一台电子计算机进行运算.这个 
密码的要点是两个速度的 比较： 一是 3) 中求一已知数 m 的因数 
分解，二是 4) 及 5) 中求高次方的余数.以目前的技术水平来看， 

“一”是极缓慢的过程，而“二”是极为便捷的.这就是这种密 
码的成功之处. 

定理 1.9( 威尔逊定理）设 P 为素数，则 

(P l(modp). 

证明我们先说明对于任一整数 i (1<丨 <P - 1), [ G P 都 
有乘法逆元素，幷且此逆元素唯一，即有唯一的 [>] P ，使 

MpDIp ^ LUp . 

窜实上 ，由于故 i 与 P 互素，故有整数 a , 使得 

ax + bp = U 

即有 l > IW ： i] P = [ i ] P . 如果又有 1>] P , 使[>]1>[〖] ? = [1：^，则 

** [ c ]p[*.]p = [a — ^]p[*']p = Co]p» 

故 p |( a -0(. 但 *‘, p 互素，所以 p |( a - o , 即有 = o ] P . 

欲证 ( P _ l )! = - l ( modp ), 只要证 

fiuip = c-i] P . 

4 — 1 

对某个 < p - l ), 如果 D ’] p 与其逆元素不同，则可 
与其逆元素相乘得出 [1]^ 于是在上面的乘式中只剩下与其逆元 
素相同的卩] p 的乘积.而 [«_] p 与其逆元素相同的充要条件是 
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LQl = LUp 9 CO ； -Ci]J = [o] F , 

[(卜 1)(» + 1) L ,， 

脚梦 I * - 1 或 pi * + 1， 亦即 j = 1 或 l = p — 1, 于是有 

nC0p = D]pCP-i]p = C-i]p. 1 
• - 1 


3 钃 

1. 设是两个正整数，^是 它们的 最大公 H 子，4中 
IS 不枏同素因子之积记为 p . 证明： 

#>( mn ) p 

_ . __ __ _ 

( P ( m )^( n ) ' Kp ) # 


2. 


设 P 为奇素数，证明: 




P 


2 


-1〉 f , + "’’（mod p ) 



3. 设 m 是一正整数 • 在2饥中找出所有满足如下条件的子 
MS . 

⑴若 [>]«，[>]«€ A 则 

( 2 ) 若 [XLeA 则对一切卩; ] w ， 有: 

4. 设 rn 为正整数， a ， bez ， d 是的最大公因子， d \ b m 

证明同余式方程 


ax + ft=0(mod m) 

铪有4个解满足 0< x < m . 

5. 空间取 n 个点，两两用有颜色的线相连，使对任给的点 
而言，连接此点的线的颜色均不相同.证明：只要有 n 种不同顔 
色的线，便足以完成上面的任务. 

6. 证明： 如整数适合 W + y =5 f 2 , 则 3| 邛 2 . 

7•设 P = 2,3,5,试舄出二项式系数 ( n )( modp ),, 其中 
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«. 设 P 为素数，求 

9. 证明对整数/有 （1 士 X )，宝1 士 x ，（ modp ), 

10. 设正的素因子标准分解式为爪 = p ； 1 p * 2 ... p , ^ ： t 

晨 4 事 罗 | 

试求以饥）， V ,、 

■ ■ 

§4 中国剰余定理 

^中国剩余定理源出于兰国或晋 时的古 数学书《孙子算逢》 • 
其中有 一题： “今有物不知其嶔•三三数之剩二，五五数送咖竺,. 
七七数之剩二，问物几何？ ”以同余写出，即求 X ,使 

x =2 (mod 3)> x =3 (mod 5)? x =2 (mod 7). 

《孙子算经》中给出答案^ =23.原来的解法传至今进.后进的敗 
学家迭加硏究类似的问题.唐僧 r - 行、李淳凤等卓具贡献.宋代数: 
学家秦九韶 (1247 年)是集其大成者， ， 

族立的一元一次同余式，后世称之为“大衍^，其解法称为 ■ 

“大衍求一” • 以原题为例，可以化为三组联立同 佘式： I 

{ x^Kmod 3), f x 2 ^0 (mod 3), 

... . . . 
x^OCmod 5) / < at 2 ^1 (mod 5), 

乂 3 s 0 (mod 7), 三 Q < mod 7), 

不难解得 6 = 70, ^2 = 21> A = 15 •令 

^ = 2^ + 3^2 + 2^3 = 223, 

即为原题的一解，又易看出 • ： 

: ^ = 233 ± n .3*5*7 -223±105 n ( n 为罪负整数）* 

皆为原题 的解. [233；| 1() s 的主余数，即23,自然是原题的最小扭： 
整数解 • 

对于此题，又有如下之歌決（程 大位： 々算法统宗 >>(1593 年 )）!* ' 

“三人同行七十稀，五树梅花升一枝， 

七子团圆正半月，除百零苴便得知 . ” 

中国刺余定理又称“孙子定 理”. 、 
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{ ^3=0(niod 3)^ 
x 3 ^0 (mod 5), 
x 3 ^l(mod 7) # 



现在我们用同余式，证明中国剩余定理. * 

龙 ■1.10 ( 中国剩余定理） 设整数两两互素， 

则对子任意的/ (1< / < n ), 下列的联立同余 

4 _i 

式有解 * 

(x 戶 Kmodmj)， 

;;v I x^OCmodm,), *^F； # 

^ » 则 r 适合下列的联立同余式 

x«flj(mod m ，）， / * 1, 2 , •••，《• 

J: 列联立同余式的解即 !>]_ 于是其最小非负整数解是 * 对模 m 

的主余数 * 

. * 

iiE 明 1) 根据巳知条件，，…，两两互索，郎无素 
救作为公因数，于是与; Qm 4 必互素，即最大公因数为 1* 

«据定理 1.4, 必有整数使得 ⑽ i + ^Qmpl , 令 

i 蛑 i 

- 1 ^ amj = /? JJm|, 

侧 i 然有 

Xj=l(mod Wj) f Xj = 0(mod m^), *^=/ # ) 

■ 

2) 故 

i -1 - 

L x 3 nti ^ C fl = [ a i]m|， 

L y-i 」饥,.… * * 

> 

^ x^Ci (modm^), 1 = 1 ， 2 广 “，\ 

3> 设夕 也适合此联立同余式，则有 

y=flj(mod m{) f i 二 1,2, •••,«• 

x — 夕白 0(mod m f ), y m 

^ m lf m t , m n 两两互素，故得 
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fn - ll m i \ x — y ， jeErj /( ino(I m ) • 

, i - l 

♦ - 

反之，易于看出 [>] m 的 ffi 意元素皆适合此联立同余式 • I 
中国刺余定理又可表述为映射的某种 性质. 我们有 
定理 1. 11设 rn ly m 2 , …， m n 为两两互素的整数•我们令- 

m = ii m i . 令以 为从 '赚积的映射，. 

# • 1 i - 1 ( ■ 1 

其定义 如下： 

妒 （ E>] m ) = ( M m2 ，…， M m ), 

n 

则 f 为单滿映射 • 

证明已知的基数是 I 叫， J _ j [ ^ m ,的基数 是丄上 j I ， . 

i - 1 t - i 

故二者相等 • 根据鸽笼 定理* 仅须证明 p 是满射便足够了. 

令 ，…， 为 JJZm , 的任一元素•根据- 

1*1 

中国剩余定理，下列的联立同余式有解 X , 

■ 

x ntf ), i = 1,2, •••,«. 

则泊, = I • 于是 

= L x 3m 2 * ***t [ 幻饥瞧〉 

■ 

即 f 为满射 • I ^ 

讨论也很容易从定理 1.11 导出定理 1.10* 设已知定理1,1^ 
是正确的，求解联立同余式 

x ~ fl ( *(mod m f ) • 

根据定理 1.11, 有一 a ， 使得 

H ■ 

Mm , =[〜]%• 
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显然，^ = a 即是欲求的解 • 所以，定理 1.10 和定理 1.11 是等爾 

的. 


习 娌 

1. 七数剩一，八数剩二，九数剩三.问本数(即求最小的; 
正整数解).参看杨辉“续古摘奇算法” （1275 年）. 

2. 设 m u m 2 为正整数，其最大公因子与最小公倍数分别办 

爪，又设证明：若则同余式组 

j 3C—a^mod m x ) f 

\ x = a ? (mod m 2 )， 

在 0< x<m 內有唯 一解. 

3. 在集合 2 2 与々的直积 Z 2 x Z 3 內定义加法、乘法如下 》: 

( M 2 , 1>] 3 ) + = ( M 2 + 0，] 2 , M a + [>']»)， 

( M 2 , ra ,)([ a '] 2 , [ yj s ) = ([ aJ t [ a ^ J if M 8 [^] 8 ). 

证明定理 1.11 中所定义的 A 到 A x 的映射 P 满足： 


+ [ 办] fl )= 於（[>]。）”（[办 ]<*)， 
fCMeMa ) =沪 

4. 大衍求一术与 Lagrange 內插法的关系 t 假设 Q [< I , 
分別代表有琿系数与实系数多项式所成的集合，试仿照大衍求〜 

术在 QI >] 或^ >] 內求解下列同余式： 

* 

k 

/(x)=fli (mod(x ^ /?i)) = 

此处 七 , x -he (?[>]( 或及 O ]), 而且•，心互不相同， 

提示： 证明所寻求的解为 Lagrange 內插多项式 



(x — 〜） 

j -厶 *) • 


5 . 试求一次数最小的飪理系数多项式/00,使它滿足如下 
联立同余式： 
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I /(jc)=l(mod X), 

- /(x)=l(mod(x + 1)), 
/(x)^3(mod(x-l)) # 

6. 设爪丨 ，…， mjt 是正整数，定义 Z 到 x ••• x 之〜的映射 

# T « 

<P(^)=CWm 1 ,-»Wm t ) ( 父 6 2), 

试证明 : IP 是满射 4=>0^, 饥 0 = (1)( 乂 4/). 当？ 是满射时 * 
试求 ((),•••,0) 的全体原象 ( 其中 0 表示中的 [0]^). 

4 P 

§5复整数集 

m 

t Z[i] = 2T + Zi = {fl + 6i: 6 Z}, 


共中 i = v/- 上 Z[i] 即复整數集 ，也称 离斯整 数集. 复 整数集 
JD] 可以理解成复数平面上的网格点集 • 不难看出在 z[i] 中可 
以进行加、咸、乘运算，如同整数集那样， 

我们将像对整数集做过的那样，证明复整数集 zp] 的“唯一 
分 Mik 理”，复整数集是吏广泛的“代数整数环”的^个特 

例技数整数环是“代数数论”的题材， 1 

定义 1.15 —个复整数 a die/[i] 的范数 NOi + H) 的定义 

为 

。 N(a + & i ) - a z + & 2 / 

I ■* 

讨论不难看出， N(a + W ) 是复数平面上自原点0到 + 
奶的距离的 平方. 

定理 1.12( 欧几里得算法） 设 3 =匀+勾 i 为 Z [ i ] 中任意不为 

零的元索， + 的任意元素•则必有 

^ = r l + r 2 ieZ [_ i 2 , 使得 
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证明 


不难看出, 

4 * 


a= + 0<N(y)<N(5) # ， 

■ 1 *' , ■ l ■ H ' i 

1) 几何证法•令 1 •■’ 

L = {(Cj + c 2 i)5: c, + c 2 ie Z[i]} • 

i . i 所示的网格点集.显然 w = <十 y 必嫌 



在某网格中.组成网格的正方形的边长为 v / NW , 于是必然有 
某网格点郎与 a 的距离小于即 

v / N ( a - i 35) Cv / N ^ T , N ( a - 肋 )< N (5), 

令7 = 3-卯，即得本定理 • 

2) 代数证法. 把上述证法代数化，可以得到不需耍惜助乎 

图形的代数证法如下：考虑 ：: 

■ - (—• 

■: t . 

fe 

0 CLy + CL^l + 0*2^2 ^ 2^1 • 

t : (f ;+&: 一 Sf—+xr + n— 1 ， 

f •» 

用下法，直接求出々=~+&山令~为最接近的整嫌、 

X - -9 1 
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为最接近的整数，即 


a i d l + a t d 2 


，办1 



^2^1 ^ ^1^2 
d \ + d \ 


b t 




令 

y = a — pd ^ 5^~y- - ^ = (d x -f f/ 2 OC e i + fiji) 

= (^1^1 ^2 芒 2) + (^2^1 ^1^2^ = r ! + 〜1， 

■ 

中 l e il < l /2， I e zl ^ l /2. 于是 

N ( v ) 2 = C ^ l C l ~ ^ i e z ) 2 + (<^ 2 e i + ^ l fi 2 > 2 

= d\e\ + d\el + dlel^d\s\ 

<a?+^=N(5)* # I 

讨论从上面的几何证法中不难看出， Ay 有时可能有四组 

不闻的値，所以 AV 不是唯一的 • 

定理 1.13 N((a l + fl 2 i)(\ + hO) = N(a l + a 2 i)N(/ >l + b 2 i) m 

证明 N((fl 1 + a 2 i)(^+V» 

—N((fl 々 】_ ajg) + (“i 办 2 十 ^ 2 卜 1)0 

=( Wfl 2 厶 2) 2 + (^!^2+ a 2^ l ) 2 

= a\b \ + alb\ + ajfrj + 

= (af + a\)0\ + b\') 

= N(fl 1 + a 2 i)N(^ J + t 2 i). | 

在整数集 z 中，仅只 1 和 - i 有乘法的逆元素，即 vsc - ir 1 
也是整数.在复整数集中，有乘法逆元*的数是较 多的. 且看下 
面的定理* 

定理 1.14 一个复整数七 + 七 i 有乘法逆元尜——即存在复 
整数 b^bziy 使 + &2 i )( fl i + fl 2 i ) = 1^* — 的充耍条 fNi N ( a i *- 
« 2 i) = ]. 于是这样的 h + a 2 i 必为 ±l,±i 之 *• 

证明充 分性. （ a ,-+ 即 
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a i + 有逆元素 A - 
必要性，甶于 

N(^j +- ^ 2 i)N(a t + a z i} = N((^ t + ^ 2 i)(fl ( + fl 2 i)) 

= N ( l ) - 1, 

而 N(\ + 6 2 i), Nh + Ai) 皆为非负整数，故 

N(~ 十 & 2 i) = NM + a 2 i) = 1. 1 

定义 1.16 设如果则称 a 为月的 悟数， 

b 

存 是 a 的因数，用符号月 |a 表示之.如果 J|ot 2 ,“〜f|a„ (这里 
a i, a 2, …，\都是复整数），则称芦是、％，••• , a n 的公因数，如果 
卢是〜，心，…， a n 的公因数，而且是 a i, a 2, …， a t» 的任意公因数 P 的 
倍数，则称#为 a i， a 2, … ， a n 的最大公因数. 

定理1,15设\^ 2 ，.》,%€之[{].令 

( a i， a 2 ，… ， a n〉 

= ，: 心 V / = 1，2, …, n}. 

则 

1) 存在 SeZW ， 使得 （ a i ， a 2, …， a n ) = ( 5 )J 

2) 如果 (〜,％ ，…， a sl ) ? (5),5年0，则 5 是 a】，a 2 ，…， a n 的一 

个汲大公因数 J 

3) 如果（3) = (5，），则 5 = s 5', 其中 e 为 ±l，±i 之一. 

证明 1) 先证明《 = 2时， («i,a 2 ) = (5 1 ). 令&为 (、(1 2 )中 

有最小正范数 N (心）者.如果不存在这样的心，则(心，％)中的' 
复整数的范数皆为零，即 (<^'2) = (0), 可取 5 = 0. 因此只须考 
虑存在上述的 h 的情形.按照欧几里得算法，存在复整数 
使得 

ai^A + y!, NCj / jXNC ^!). 

显然 ， yI = a i _ 方1 谷1 € ( a : ， a 2 )， 故必布 ^()^)=0 ， Vi — 0> 即有 

= 31 谷 I ， i 


同法可证 
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°2 = 芦 2 谷 1， ^1 I a im 

于是有 ( UJCA ). 显然，又有 （ A ,%)=)(&)• 我们证出 
fl 2) = ( 5 l). 不难看出 

(®1 ，内， 0 3, …， G ft ) = (占 l ，®3，•_•，％〉， 

用数学归纳法，即知存在心使得 

( a 1 , a 2 ,..., a n ) = (<5) # 

2) 因为 

a i^C a i, a 2 f m, * P a n') - ( 5 ) ={ 郎： #eZ[i]}, 

所以5|七(*' = 1,2 ，…， n ), 即5是 a 1 , a 2 ,..., a n 的公 因数. 

设^是七而，…,的公因数，即 

… ， 5’|ot n . 

因为 

S = + A 2 a 2 + ••• + P n a n , = 1,2, —, n ). 

.因此 V 15. 

3) 我们有 5 = e 5', 5^ = e / 5, 其中 e ， e / eZ [ i ]， 即有 

S = ee f 6 m 

如果5 = 0，则 VzO , 可取 e = l . 如果5^:0，则有 

es f = 1. 

根据定理 1.14, £必为±1， 士 i 之一 • I 

类似于整数集2的情形，我们引入“不可约复整数”及“复 
素数”的漑念.此外，由于有较多的可逆数（参见定理1.14)，我 
们还需要二复整数“相伴”的槪念， 

定义1,17设 a 为一非零、非可逆的复-数，即 《 eZ [ i ], 
a ^：0, 土 1, 土 i . 如在 a 的任意分解式 a = (心 yeZ [ i ]) 中，必有 

h 

於或 y 为可逆复整数，则称 a 为一个不可分解的复整数（或称不可 
钓复 S 数).如果 a | i 5 y 时，必有或 alv 则称 a 为一个复素 

-數.设 a 和 V 为两个复整数，如果此处 e 为土 1, 土 i 之一， 

• • 

测称 a , V 为相伴的复整数. 

讨论设《与& 相伴. 如果 a 为不可约的，则^也为不可约 
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的；如果 a 是复素数，则 Y 也是复素数 # 

引理 T 可约的复庭数皆是复素数；反之，复素数皆是不可' 
灼的 • 

证明设 a 为不可约复整数，设 a | 办根据定 _ 
理 1.15, 存在使得、 

( at , 卢 ） =(5). 

令 a = e^S t p.= s 2 石 •. 

由于 a 是不可约的，故~,5中必有一个是可逆的.如果 q 可逆 ，败: 

I 

I 

5 = ae j 1 p 0 ^ e a 5 — C e i s i 1 

W «| A . 如果 5 是可逆的，由于 (0 = ( a ,«, 故可设 

r 

5 = c 3 o + e 4 ^» * s # C 4 6^ Ci ]. 

于是 

1 = 8- l € t a + 5 一 k 遘 j9, y = (fi -, e 3 y + 5~ le 4^) a . 


往意到即知 al 人因此， a 为复素数* 

反之， 设 a 为复素数 ， a =办，则有或 ajy , 不妨设《|心 
即有使得 

fl sz eo # 

故 a = j 5 y = ( ey ) a . 由于<1年0，所以 

«y = 1， 

即 y 为可逆元_所以 a 为不可约的 ，I 

现在我们可以证明复整数的“基本定理”了. 

定理 1.16( 唯一分解定理）设 a 为一非零、非可逆的复整数 p 

則 

1) a 可以分辨成复素数的连乘积，即存在复素数 

K 

fin ， 使得 ° = 1 X ^*1 


2) 设 
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(关） 


* 


n ft 

a ^Ti^ = n 。， 

i - 1 * - 1 

其中足，皆为复素数.则重新排列后， 必有仏 和… 
是相伴的.于是〃=队 

证明 1) 设 a 是不可约的，则令 n=l，Pj = a, 杏则，对 
N(a) 作数学归纳法 • 令 a=5/ 2 , 其中~，匕都不是可逆的 • 由于 

N(a) = N(5 1 )N(5 2 ), 

而 ^(心）>1， N(5 2 )>1, 故 NGXNOO, N(5 2 )<N(a ). 由归 
纳法，心，心都可分解成复素数的连乘积，而 a = 5 l( 5 2 , 故 a 也可 

分解成复素数的连乘积. 

2) 在题设之下，有 

IR 

nvi 

|，1 

于是有 

•P 

或 月1 Ilvj* 

f - 2 

-应用数学归纳法，易于看出必有一)，使重新排列7^72, 
•••,、后，不妨设此 h 为 A ， 即 

y , = 由于 v , 是不可约的，故 h 必为可逆的 • 代入 （兴） 式， 

1 

有 

&(n 〜) =yi (i^ yi 卜以 1 n y “ 

两边消去仏，得 

n m 

n ^( e A ) Yin . 

i - 2 ，’， 3 

根据数学归纳法，得出 仏与 （qvO 相伴， 仏与 y t 相伴(^3, …， 

切). 自然，^与 乂 2 也 是相伴的 • I 

以下，我们耍找出 Z [ i ] 的复素数*我们有 

引理设 a6Z[i ], 如果 N(a) 是 Z 中的素数，则 a 为一复素 
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数.如果々是复素数，则？ 也是. 

证¥显然 a 为不可约的 • 

设？ =57^ =办 1 ~^2量= 0 ? 1 + ^^)(之 + 40，贝< 

^ = i? = (<?i + C 2 i)(ij + d z \) - (<?j - C 2 0(^i - #)， 

I 

故及可约 =^3 可约 ，丨 

我们首先硏究 Z 中的素数 P 在 Z [ i ] 中的因数分解 • 

2的复素数谷解式如下： 

2 = -i(l 十 i) 2 

( N(l + i ) = 2, 故 1 + i 为复素 救）， 这是所谓的分歧型， 

设素数 P 适合 ；^3( mod 4). 如果七+ ¥为复素数，使 

p = ( a i + 七0 (•••)•••(•••) 

(上式中的 （…) 皆为复素数），则有 

fl ； +a| = N(a 1 -hfl 2 i)|p 2 . 

于是 flf = p 或 P *. 由于 P 为奇释， 故七， fl 2 必为一奇一偶， 
所以 

flj + = (1 + 2n) 2 + i 2 my = 1 + 4(n + n 2 + m 2 ) 三 l(mod 4〉. 

而 p =3( mod 4), 故 必有 

(flj + aaOCaj-agi) =p 2 . 

此式;左端是两个复素数的乘积，如果 P 为可约的，则有端分解出 
素因数的个数至少为 4. 由此知 P 必为复素数，其复素数分解式 
即为 

P=fK 

这是所谓的惯性型 • 

设素数 P = l(mod 4)，则根据下面的定理 1. 17,可知 

p = flJ + fl| = (j l + - a z i ) 9 

因此 NK + ci 2 i ) ^ Nh - ajji ) = p ， 即 ^ + a 2 i 为复素数.所以 
.上式即为 P 的复索数分解式.这是所谓的分解型. 

定理 1.17( 高斯定理）一个奇素数 P 适合 p^limod 4) 的充 
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耍条伴是存 在整数 ， fl 2， 使 

证明充 分性.心， \必为一奇一俏 • 于是 

L 

p = aj + aj = (i + 2 n ) 2 十 (2 m ) 2 = l(mod 4) # ； 

•i 

以下分段证明必要性. 

1) 先证有使得 Pe - l ( mod ; j ). 根据定理1.9, 
知 

I ■ 

(1) CP " 1) I = 1*2. (P - 3 )(P — 2 )(P - 1)— 一 l(mod p ) # 

■ 

显然 

V - * 0 

* * ■ 

故 a ) 式变为 c 

产 H ■ ■ ■■ 

j 

# % 

■ 

其中 令 = ，即得 & 2 =-l(inodp). 

2) 设 P 在 Z[i] 中是可约的，即 p^Oh + hiXh + V), 且 * 

N ( a ! + a 2 i )> l , N (办 ! + fr 8 i )> l . 

则 

p 2 = N(p) = NCflj + a 2 i)N{b 1 + ft 2 i) = (d ； + a !) (办 J + ft；>, 

■ 

l 

故必有 p = af+flh 

3) " 我们来证明 P 在 Z [ i ] 中不可能是不可 约的， 考虑 

( p,fc + i ) = (5), 

其中办如 1) 所示，即办 2 三 一 l ( modp )，6 e ^[ i ]. 则有 

5| P . 

若/>在 Z [ i ] 中是不可约的，则5必为可逆元或与 P 相伴 • 

假设5是可逆的•我们有 

ap + /9(^ + i ) = 5, a , ^6 

于是 
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^ 5 _1 a = a x + a 2 i f 8 ~ 1 ^ = b t + b 2 i 0 代人上式，则有 

^iP + + ( 為 1 厶 一 + ( \ + bb 2 )i = 1 ， 

亦即 

(a lP + - fe 2 ) 十 （ a 2 p 十 \ + W 2 )i = 1. 

澈 


a x p + b x b - b 2 - l, a 2 p + b^ + bb 2 - Q 9 

.将上面两式对模 p 取同余 ，得 

b x b - t 2 =l(mod p) , ^ 三一 bb^mod p). 

由 此立得 




—~ 心 2^=1 (mod p 〉 # 

I 

:然而根据 1)， 又有 

I 

- b 2 ^b 2 + l)^0(mod p). 

.以上两式显然是矛盾的，故5不是可逆的. 

再设$与 P 相伴，即有一可逆的复整数~使 

5 = ep . 

( 10 5 |t + i , 故印 |6 + i , p\£^ 1 Cb + i') m 但 pp _ 1 ， 故 p | 办 + * ••令 

b + i ~ p ( c ! + ^20# 

则有 &= pq ， l = pc 2m 最后这个等式显然是不可 能的. 故5也不 


与 P 相伴 . I 

以上讨论素数 P 在复整数集 Z [ i ] 中的分解时，我们分别了三 
种情形 I 分歧型、惯性型、分解型，幷以此得出了一些复素数及 
与其相伴的复素数.实际上幷沒有其它复素数了 • 证法如 下：令 
名 + i 2 i = a % 任一复 素数. 取 N ( ct ) 的素因数 p , 则有 

1) 如果 P = 2, ij 2 = ( l + i )( l - i )| aO # 于是 (1 + i ) 与 a 或3 

相伴，即 (1 - i ) 与 G 或 a 相伴 I 

2) 如果 p =30 o ( i 4), 则 P 为复素数*而 P | a 3, 故 p 与 a 或 

通相 伴. 又与》或《相伴，故 P 必与 <2及3柢伴| 

■ fc 

3) 如果 p = l ( mod 4), 设 P 在 Z [ i ] 中的分解式为 
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P = ( fl l + fl 20( fl l ^ a 20 9 

则 - a 2 i ) I 所以 (fli + ^ i 〉 与 a 或 S 相伴，即（七- 
fl 2 i) 与 S 或 a 相伴. 

从 以上的讨论中，我们知逍任 意复素 数必与已经得出的复素 

数之一相伴 • • 


习 超 

* 

1. 在之[ 〖 ]內将下列复整数分解为复素数方幂的 乘积： 

4 + 7 i ? 3 + 4 i , 8 + lli . 

2. 判断下列复整数中哪些是复 素数： 

4 + 5 i ， 4 - 5 i , 7 + i , -2-3 i , 5 + 9 i . 

3. 令 a = 5-13 i , 5= -2 + 3 i , 试求芦, yeZ [ i ]， 使 

a 二 fiS + y ， 0<N(y)<N(5). 

4. 利用之卩]內的欧几里得算法求 7 + i 和 5 + 9 i 的最大公因 

子. 

5. 设证明 a 是复素数的充耍条件是不存在复整数 
^± l ,± i , 使 （ a ) 堊（存）. 

6. 设 = 又任取 V ,5 eZ [ i ], i £ 

明存在 x 6 Z [ i ]， 使 

x - ye ( a )， x - se (^). 

7 . 设0 = 0 + ^0,&€<3)是下列多项式 的根： 

f(x)^x n +a l x H ~ 1 +••• +a n (a fc ^Z[i]) # 

证明 a 必为复整数， 

8. 给定素数 HIM 3 , 判断哪些在內可分解，在可 
分解的情况下求其复素数分解式. 

9. 给定复老数 a =_ 2 + i . 在之卩]內定义等价关系如下： 

a^fi 令今 ^- aG ( a ). 一 

试证明 Z [ i ] 关于上述等价关系的商集 的基数 有限，幷在每 个商集 
中找 Ui —个代表元素， 
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10. 设 a 是一个复素数， 证明 ( a ) n 7 与 {0}, 而 1 U (:中 M 个 

整数都是某个固定素数的涪数. 

11. 4: z 中任给素数 P , 令 ( P ) 表示 p 的整倍数所成的集合 • 
证明在 Z [ i ] 中必存在一个复素数 a , 使 ( a ) f !2 = ( P ), 幷问在何 
时这种 a 足唯一的？在 a 不唯一时，有几种可能的选择？ 

12. 设 a 是一个复素数，又设/00是系数在 Z [ i ] 內的多项 

式： 

/(x) = W + … +a n x f> (a fc G^P]>. 

如果 a 。, a , ，•“ 是 n +1 个复整数， 使 /(%) 6⑻， t = 0 ，1 ，2 ， ••• ，. 
n , 且 七 -aje ( a )( l: ^/)* 证明/00的系数 fl fc €( a )， <： = 0,1». 
2, 


§ 6 p-adic 数与陚值 

怎样从有理数集 Q 构造实数集及呢？我们用绝对値定义一 
“距离” = 通常的距离定义 如下. 

定义 1.13 设^为一 集合. 5•上一非负实数値的二元函敗 
Daa t b )( a f besy t 如适合下列的条件，则称为距离： 

1 ) D(^a f b) = - by 

2) D(a t b) = D(b f a) f 

3) 三角不 等式： D(a f b) + D(^o)^D(a f c) 0 

不难看出是一距离.有了这个距离以后，我们将证 
明有理数集 Q 的所有“极限”的集合即是实数集及*然而，有 m 
数集 Q 还有其它的距离，且看下面的定义* 

定义 1.1 S 设为一素数.设 aeQ 为一非零的有理数•/ 

令 

m — 

P \ p\ n f t f m,ne2 0 

则 i 自然是由 a 唯一确定的.定义 a 的 p 賦値为 


I 
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^ Vp ( fl )= p — ， 

又令 ^ p ( o ) = 0. 两有理数 a 彳的 ?> 距离 D p ( fl » 的 定义‘ 

D p ( a ， b ) ^ v p ( a - b ) 0 

l 

定理 U 8 P 赋値有如下的性质： 

1 ) v p (a)^ 0 , v p (a) = 0<=^a = 0t 

• 2 ) v p (ab) ^v p (a)v p (b)f 

3) v p (a + fc)^max(y p (a) ^ p (fc)) # 

p 距离^^有如下的性质， 

▲ 

1) Dp(a f b) = Q <- > a = bf 

■ 

,2) D p ( a y b ) ^ D p 0 f a ) $ . 

■ I 

3) 强三角不等式： max ( D p ( a ,&), D p ( t ,0)>^ pCa ,0. 

® 此是一个距离(参考定义 1.18), 

证明很容易自 P 赋値4的定义 1.19, 导出 1), 2)* 现在 
看〃 p 的性质 3), 设 


a = p l 




b -p l 


m 2 


又不妨假设于是有 


a + b = p 1 1 ( — ^ + p f 


m 2 



P 


■ 

( ^m{n 2 + p f 


p l np 





那 


p 


(a + &> =p 




max(p 






max(v p (a),v p (b)) m 


关于 P 距离的三点性质. 1)，2) 皆很显然.性质 3) 同等: 
于％的性质 3), 即以 

(a - b} f (b - c) , (a - (?) = (a - - c) 


分别取代4的性质 3) 中的 a f b 9 a + b , 便得 £> p 的性质 3) 
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讨论 1) 在本书的后面关于“赋値”的讨论中读气祀看出 
Q 的任意赋値皆“同等”于绝对値或 p 赋値〃 p 之一 • 种现象 

幷不深奥，然而此时还不适宜于读者，所以暂时略去. .. 

2) 适合强二角不等式的距离 D ， 定义出一种奇异 b / L 何学」 
例如 任意三角形皆等腰，即取 a ，6 C 为三角形的三 Li 点 ，如 
D ( tf , b )> D ( b ， 0>°( a , O ， 则 

max ( D ( a ， c ), D (〜 6))< D ( fl ， 办） 

为不 可能.又例如圆內任意点皆是圆心，即如《是圆心，^ {em 
杓， c 在圆上，则有 

D ( a ，0 = r > D (&, a ), 

max ( D ( fl f e ), 

必有 D ( M )= r . > 

定理 1.19 令则有 

■ 

^ oc ( a ) i I Up ( a ) = 1. 

证明 然 • I 

定理了 .20( 賦値的独 立性〉令匕 为绝对値.任取 L 及汗个 

b 

P 斌 値 V P x f V P 2 f •••，〜，.任取 …， a n eQ ， 以及 £>0 r 

n r I 

ir ' P — 2 , …， p — ■，则存在 teQ ， 使 . 

1) v ^ b - a ") = | i > - a |< e , 

1 ' , 

2) 屮 )< P 7 卜， * = l ,2，， n . 

证明 先用 中国剩 余定理来证明 2). 令 m 为化. 心 ，…， fl)8l 
的最小公分母，令 

•h 1 

• ■ _ _ ， 

口7”=\(爪)， r i^^i + s i9 

fc _ ■ ... ■- " 

b 

■ ™ 

h I * . 

^ =咖》{1山山 ，…, r n }、 

h 

根据中国剩余定理，可得出一 c ， 使 

■ 

I ■ 

c ^ ma^mod p \ y f i = 1, 2, ."， n . 

39 



邾 




-A ]<P 


^^( PiPa - Pn )% 取适当的整数使 




+ vq 


a :< e . 


c 1 + uq 
1 + vq 9 

测^自然适合条伴 1). 又由强三角不等式，有 






^max 〜 .00) 


以上的两个定理是讨论各赋値的 关系. 以下设&为一集合，< 

I 1 

工> 为定义共上的一距离.根据本节的內容，可令 S = Q，D = 

或 D p , 然而，在本书后面的部分，我们将把同样的讨论，引用 
到一些广义的“环”上.为了避免重复论证起见，我们讨论一广 
义的集合 

定义 1.20 取可数无限个^的直积其元素 

i -1 

{^ i } = C a i , a 2 f …，，…〉 

:称为 序列. 给定一个距离如序列{七}适合以下的条件，则称 
为柯西序列，或 D 收敛 序列： 对于任意有理数 6 >0,有一正整数 • 
. NOTV ( e )) 存在，使当 时， 

.新有柯西序列的集合，称为柯西序列集 
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定义 i .2 i 两何西序列 { ajjMeFP )， 如适合以下的条 
件，则称有共同的极限，用符号 

表 示之： 对任意的有理数 e >0, 有一正整数 W ( = W ( e )) 存在， 
使当 m >7 V 时， D ( a mf b m )< B , 

定理 1.21 柯西序列的有共同极限的关系是一等价关系（参 
考定义 1.4 的讨论\ 

证明 1) {^}-{^}.显然 • 

2 ) 则{~}&{心}. 显然. 

3) 给定 e > 0 , 则有一 AT 存在，使当 

D( a m’Tn 〉 < 音， D Om* ^mX'y. 

用三角不等式，得出 

+ DC.b mr c m ')<^£ 0 I 

定义 1.22 由等价关系之所产生的柯西序列集的商集(参考 
定义 1.4 及某后的讨论)称为^的乃 完备化集. 每一个等价子集称 
为共元素的极限，如 & = Q, D 为由绝对値引生的距离1^，则此 
完备化集称为实数集及.如$ = Q, D 为由 P 赋値4引生的距离 
D P ， 则此完备化槊称 P-adic 数集 Q p , 

讨论 p-adic 数又称 p 进数.然而二进数、十进数等又是寒 
数的一些表示法.如此，名词就混淆不淸了.为此本书中用 “ P - 
Wi C 数”表示如上定义的 Q P ，用 P 进数表示实数的 P 进位制， | 
定义 1.22 给出了实数集及及 P-adic 数集 Q P 的严格与完整 
^的定义.以下我们要进一步地阐明丼意义. 

定理 1.22 令 D 为5 •的一 距离，5^为相应的完备化集.则 
下列映射 f : S -*- S D 足一単 射： 

f(a) ~ (a, a, — , a, ―) = {«}, 

证明显然， 0} 足一柯四序列. 如以， 令 e = ZP ( aJ ), 
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m 

即 { a }, {6} 沒有共同的极限 .I • 

如果我们把 Q 认同于 KQ ), 则 Q 成了 Qd 的子*.其次我 
们考虑怎样更具体地把 Q D 写出来.如 D = 时， q d =/ e , n 
们有众所周知的十进位无穷小数表示法.这创始于中国商代，对 
于汉代的完美的数学工具是极重要的 准备. 根据以上的讨论，我_ 
们可以如下地理解这个十进位 小数： 任取一柯西序列{七},取 
= 10—. 令为有如下性质的正整数（参考定义1.20>:如 m,rr 
>Nj Bf , 

fl||) = J 0， m — d n \ 

即的十进位小数展开式与 a Nj +1 的十进位小数展开式其小数 • 
点后(/- I )位 全同. 考虑 a Wi+1 , / = 1,2,3,…， n ， …， 则小数逐 

渐确 定了. 取其极限，则得一无穷小数，即一般实数的无穷小数: 
展开式.这种表示法幷无唯 一性. 例如，1 = 0.999"，9”、用柯® 
序列来 说,， 即以下两个柯西序列 

(1，1，1, …， 1, •••)， 

(0,0.9, 0.99, -,0.9999-9, *••) 

是有共同的极限的. 


如词十进位无穷小数一样，我们可以同法得出 P-adic 数的 j 
展 开式： 任取一分数 aeQ ， az ^ o . 令 



p f m, p j n, 


因为 P ,« 互素，所以存在使 

sn + rp = 1 # 


令 f 为 [sm] p 的主余数，则有 

[s(m - nt)] p = [sm - snf] p = [sm - Q p = [<?]，， 


于是有 


p\m-nt 9 
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a-tp l ^p l 





再以同法可以进一步展开 〆 + " 如此逐步展开后，可得一 P 

d 

釣幂级数，其系数皆取自 …， P - i }. 例如， frp -3, m 

矗 

- 1/6的 p - adic 数的展开式是 

1 

- ， ry 1 + l + 3+3 2 + 3 8 +”. + 3* + "., 

6 

jp 

Dp ( _ j , (3 叫 T 1 + 3 + … + 3窵 0 ?* 3*" <•+ u 今 0. 

不难看出，即 

| S CjP f : 0</<pJ. ( 

不同于十进位小数的是 Q P 的元素的 P - adic 数的展开式是唯一 

的. 

定义 1.23 在沢中定义不等式如下 I 取及，令{<*«}， 
{ h } 为以 a ，；? 为极限的两柯西序列，任取 e >0, 如有 W 存在， 

at 时，有 

a i^^i - s f 

堋称{〜}>{心}及如0>办且<*却>,则称 cz >^ 

. 定理 1.2 S 以上定义的不等式有如下的 性质： 

1) 如柯西序列{~},{<}有共同的极限，{\}，{%}有共同的 

极限，则 

此即不等_式在反中是有意义的； ^ 

2) ‘ a > j 8，， j 9> a ， 则 a = 々, 

3) 则 
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4) 任取必合 或月 
钲明读者试自证之 . I 

我(门把四则运算自 Q 扩充到 <3〜请注意如一柯西序列{七} 
示以0为极限，则其 R 有有限多个屮可为0 ♦ 即 Q d 的任意元 
素 a ， 如不为零，皆有一柯西序列以 G 为极限 • 

定义 1.24 任取 sAeQz ). 令{心}是以 a 为极限的柯西序列， 

• h 

{& J 是以方为极限的何西序列，则 {4 +匕},{心-~},{^:.}皆是 
柯西序列，其极限分别定义为 a + A a - P ， a P . 如 a ： V 0， 设 { fl i } 
以 a 为极限，幷且七年0,则{\/七}是一柯西序列，其极限定义. 

为伙 

讨论读者试自证，以上的定义与{七}，{^}无关，仅与其极 
限有关•即，如{七}之 {<}, {~}之 { M }， 则有 

{ a i + ^i} ^ { a， i + } 

等等.丨 

以下，我们把距离公，自$扩充到5^，幷且还用同一符号以 
1 表示之， 

定义 1.25 任取两柯西序列{七}，{\},我们定义/)({功,. 
{&}) 为一序列{心},这里 

(?i = £)(4 ， 办 |). 

在下一定理中，我们在5*1>中取距离在及中取拒离£^ 
定理 1.24 1) 0({七},{\})是^柯西序列, 

2) 如{七}与 {<} 有共同的极限 G , {~}与有共同的极限: 
则 0 ({〜},{~})与 D ({ flf },{ M }) 有共同的极限，记为 D ( a ,. 

3) D 是5^的一 距离. 

证明 1) 任取 e >0, 则宵 iV 00， iVG ), 使 

D (^ d m f < i n )< d ^/2» 当 ffi ， 

D ( b m x b nX £ /2, A fn ， n > N ( b \ 

取 JV = in ： ix ( N ( a ), N ( i ；)). 于足当 m ,7 i > AT 时，利用三角不等 
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.式-在下式中假设有 

= l r m ~ I = l ^( a m ^ m ) ~ ^ C a n^»)l 

<| D{a mt a n } + D(a n ,^„) + ~ D ( 〜 入 )1 

■ 

=| D ( fl m ’ fl ») + D ( Dn ) K s ， 

JpD ({ fl 山 {&,}) 是仏 柯西 序列. 

2) 令 D({<},{M}) = {c，J. 任取 e>0, 则有 N00 及 w ( & )， 

J 0( a n , a ；)< c /2, ^ n > iV ( a ), 

D(W*/2, 当》>聯入 
JUl N = mai(7y(fl>,N(fc)>, 于是当 n>N 时 - 假设、 X - 

D^(c nt ci) = I〜~ 1 = lD(fl w ^ ft )- D(< ，0 i 

<|D(a n 〆„ ) + D(fl # , ， b， a ) + D(b ：， b n ) -D(a\ ,K)I 

=| jD <^, a ：) + D (6 n ,6：)|< e # 

3) 根据 1) 及 2), D 是定义在上的非负实値二元函数， 
现要证明 D 是一距离.很容易验证距离的三项性质的前两项•我 
f ] 仅证明第三项，即三角不等式 • 令 LAyeSi )， 

为三柯西序列，分别以 a,P,y 为橄限 • 任取 e>o， 则有一共 
飼的以存在，使饥>尺时，有 


e 


e 


〜〉 - y ， D(bm ， c m)>D(b N ， C N ) - ^ 


D (心， - 


£ 


■ 


于是有 


D ( a mf b m ) + D ( b mf c m )> D ( a Nt b H ) + DCb Nj c s )- 


^ 0 { d N p C K y — 丁 - 




叔据定义 1.24 及 1.23, 得 
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>W a i,«•*)}， 

即 /)(a ; )5) + Da9,y)>D(a,y). | 

■ ♦ 

!■ ■ * 

我们要 证明， $ 对距离 D 的完备化集》!> “完 ¥ 的”、•痒 

■ • … .' ■ . , ■ 1 ■ A 

fl 给出以下的定义， * ： 

定义 1.26 设 D 为集合$的一距离， 如逯谷 T 初的条件，巧 

称次对£>是完备的:： &的 任一柯西序列{々}，费有一极限点•即》 
如 {〜} 为乃柯西序列，则存在 <* 6没，使对任激的《>0，有一正 - 
赛数汉 = :只要 n>N , 则有’ . 

D(fl n ,a)<e. 

L ■ _ ■ ■ ■ ■ 

定理 U25 设 《为， 集合， 』>为& 的一舉亨，则《的 S 完备 

化集汉 D 是完备的* ‘， 1 

证明令{七}为的一 D 柯西序列.对毎个 a f €5* D ，取蓼 

中爲'二柯西序歹= Oii,ai2,‘..》n， …），捷其以 a i 为板限 • , 

令有下歹0性质的主整数: 肖坩; 时， 

吵 im，a‘tt)<+vV :V: : : •、;， 

\ , ：？. ■. . ■ ! 

J H • I 

适当地加大 W( l ) 以后，不妨设 

NH)<iNizX^<^0)< N 0 + 

将证： 1) {&} 是 D 柯西序列（于是令^:^^的" 
极限， a 自然在 t 中)， 2) a 是 {aj 的极限点（如此则知 5V 是完 

备的)_ 

先证1\给定一 《>()• 因 {A} 是5^的 D 柯西序列，故存在: 

-' ■, * I 

—JVp 当 时，有 

{D(a m ,,〜)}<{+ 卜(+，+，•”，+，•••)• 

參 考定义 1.23, 知存在一正整数 W»0«， n >， 
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:有 




取"”使 K . 令 N = 任取 m ， n > iV ， 利用 


• H 角不等式，则有 

^^C^mtN(m) f a ml) + ^nl) 

^ C®nl *^«» JV { n >) 



此处 /> max (/； l ( m , n ) # N ( m ), N ( n )). 于是{~}是 D 柯西序列. 
2) 利用 1> 中巳证出的结果.任取 e lf 今 e = Cl /2. 按照1> 

的 证法，得一正整数々，设令 

s>max(A/2(nJ) ， AT(n),iV(Z)), 

利用三角不等式，有 

I 

D ( a nl,h) a hli(t>) 

^D(a nl ,a ns )+P(a nsf a lg ) 

+ ^( a tif a bN ( t >) 



兹照定义 1.23, 得，月 P 

D ( a n , a )< c < e 1# | 


3 


题 


1. 设 Qn 內两个数 

a ^3 + 7 xll + 9 x ll * + 2 x 11* + 7 X ll 4 + 

* ■ ■ ■ i 

^ = 8 + 2 x 11 + 5 x 11*+ 10 xll * + 11 4 + • 




试计算 … 的表达式到第五个 数位. 
r " 2. 设 《 eQ ， 它在內的表达式为 
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a = a_ m p_ m + flmp-w， 1 + ••• + + a lP 十…， 

试求的表达式. 

3. 在 <? T 內计算： 

(6+4 X 7 +2 x 7*+1 X 7* + —)(3+ 0 X 7 +Ox 7* + 6 X 7* + …> 

到第四个数位. 

4. 在 <2 5 內求 a , 使 

a (3 + 2 x 5 + 3 x 5* + 1 x 5, + •••) = 1， 

计算到第四个数位. 

5. 设 aeQp ， 如果它的 P -adic 表达式中只有有限多个系 数: 

I 

不为零，证明 a 是正有理数，且其分母为 P 的方幕_ 

6. 证明在 Q 5 內6可以开平方，即存在 

〜 x 5 + a : X 5* + •••)* = 1 + 1 x 5 (0<«|<4). 

7. 证明在 <2 S 內7不能开平方. 

8. 设 aeQp . 证明的 P -adic 表达式 

a = a - m P~ m + <3_ m+1 P~ m + 1 + ••• 4- + fljp + 

从某处起数位循环(即对某个正整数 r 和某个整数 N, 当 i>iV 时 
有 A + f = ~)当且仅当 d ^ Q # 

9. 给定內一个级数 

w ^ 

a! + a 2 + a 3 + •••• 

如果它的部分和序列 

5* n =a, +a 2 + + o n 

有极限，则称该级数收敛.证明级数 2> n 收敛的充要条件是 

{«»} ={ 0 } # 

10. 证明在 Q P 內方程 V-r = 0 有 P 个解. 

11. 证明‘ 1 十告 4 •… + 士: n = ^巧对任何 P~ adic 賦値 

而贯，不是一个柯西序列，因此，在(?|»內《.沒有定义. 

12. 证明： 如 Pp(xeZ ), 那么，对 p-»dicjR 値而言，序那 
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是一个树西序列，于是在 內& 柯意义 
13 . 巳知有广义二项式定理 如下： 


(1 + x) / = 1 


S(：h 

I - 1 


其中 ieQ ， 而 



i(i — 1 )." (/ — * + 1 ) 

*i 


试证明在 Q 3 內有 




5 

2 


3 


1-3 




1 + 2 x 3 + 3 2 + …+ 3 _ + … 


于是有 


(l + JC)^ 2 = (l+X)(l+X) J ^(l+Jf)**- 

(1 +^)(1 +« 8 ) 2 (1 — + —(mod 3 )^ 



第二章群 论 

* V J 

■ 

■ 

琴 

§1群的定义 

I 

i 

■ i ' ■ 

定义 2.1 设 G 为一非空集合 • 如果任取 G 中的二元索《夏 
也是 G 中的一个元素，则称“ * ”为一个双项运算 • 抽 
果对 G 的一个子集 H 而言，从 H 中任意两个元素 d 及 &得到 的 
恒在 H 中，则称丹对 X 是封闭的，即并为 H 的双项逢算 • 
在整数集合中，加、减、乘都是双项运算，而除法则不是双 
项运算，因为除法运算的结果可能是一非整数，甚至为无穷大 • 
定义 2.2 设 G 为一非空集合， * 为一双项运算，如有下列 
牲质，则称 （ G ，*) (简言之， G ) 为 一群. 

1) 结含律.即对任窟的 a , $ , 恒有 

. (fl 关 = 关 （）• 

元 /'_ 存在一元素 KG 使得 G 中任意元素 a 眢适金 

e 关 fl = a ^-e = e 0 

3) 逆元素 • G 中任意元素皆有对关的逆元素，即有一元 
:素适合 

a^b = b -^a - e 9 

讨论 1) 结合律的意义是双项运算*的结果与运算顺序的 
:先后 无关，所以我们可以定义 

:在一般运算中可以省去括号. 

2) 幺元的唯一性.设另有一幺元则有 

e = 6^： e f =6, • 

救得幺元的唯一性. 

3> 逆元索的唯一性*设 t 及 V 皆为一元素 a 的逆元素，爾有 

b = b 关 （ a 关 = (t-X-a) m i>\ 


sa 


故得逆元寒的唯一性 • 一元素 a 的逆元素逋索以 ‘ t 1 表示之 • 

4) 趣常以 fl * 表#式毕畚、个 d • 通碰以 


表 




1 脊…并 fl ‘ 


武中有 n 个 


5) 使得 


的最小尚 芷鑫数 


竦为元索《的阶, H 


oO ) = n . 如果 V 永不等于 e ，则称 a 的阶为无穷大， 


(a) = 06 




6) 易见屮兴〜的逆元素是^关％ 1 ,同理， fl l * fl 2*••• * fl ». 


的逆元素是 G 1 兴…关％ 1 关 c 1 . I ’ 1 

群的定义至为苘单，因此群的范围涵盖很广•我们可以把群_ 
槪念引入丨午多集合之中，例如数字的集合、物体对換 I 的集合，空商 
的运动赛合、肉量空间的线性变換集合等，从而得出 S 些 集佘旣 
的群论&数学 关系. 现在我们要硏茸一些例子 • ，,= 

例1整数集合 Z 对加法“ + ”而言是一群. Z 对襄法 * • ”盖- 
雷幷非一群.这因为它不适合定义中的“逆元素”的条件， 例如： 


1幷无整数为其逆元素. 0 

({0},+) 及 （{1}, •) 皆为觯 • 达类由双项运算的幺元所 • 
构成的群，称之为 幺群. 、 

{ Z n , + } 是一群，这个群是由邊次相加所生 成的. 类似: 
地，整数加群 { Z , + } 是由1及其逆元素 -1 累次相加所生成的. 
一般言之，如果一群 G 是由某一 X 素 a 及其逆元素 f 1 累次进行~ 
双项运 算所生成的，则称 G 为一 摘环群 • 


例 2 n 个物体的 对称群 5^,不妨设这 rt 个物体为整数1, 

是 {1,2 ，…， n } 到自身的单满映射的集合，此群中兩 
个元素&双项运算定义为映射的备成，即 : 

( cr ^ S )( i ) = a ( S ( i )), i = 1,2, \ 

此群中的元素 a 可以表成 

. ■ 

/ 1 2 … n \ 

一 I a ( l ) (7(2) … a ( n ) 


式中的下行为 Cl ，2, …, n ) 的另一 排列. 此种排列的个数为 j 



故知心的基数是 n !, 

例3平面上的平移群、反射群、旋转群及刚体运动群.今 
{0;；«：,丫}为平面上的一直角坐标系， （ x , jO 为任意点的坐标.此 
妈群中的元素都是平面上的单滿映射，而其双项运算都是映射的 
全成 • 


平移群由平移 (fl J 6 组成 ，仏 b 对平面的[乍用定义如下 I 

n 

於 a ( 工， JO =ix + a,3/ + by^ 


不难看出 


办 ttb 关办 cd = ^ a 4 ctb + d # 


由此可得： 办 M 是幺元，而心 b 的逆元素是 

取平面上的一寧线/，对此直线的全体镜象映射构成一群， 
这就是反 射*. 为简便起见，不妨假定这条直线即是 Y 轴，則镜 


象映射如图 2.1 所示.镜象映射 y 的作用 如下: 

V(x,3f) = 



不难看出 y*y = 表示幺映射，即 <? Oc ，； jO = ( w )). 反射群中 
只有两个元素〃及人 

平面上以一点为旋转心的所有旋转构成一群，即所谓旋转 
赛.为简便起见，不妨假定此旋转心即原点.令旋转角为 
<360°) 的旋转为 P f . 不难看出 


其中 [心+ 02] 表示 h + 对榄 3( j ( T 的 II 余数. fr : 此群中 Po 为幺元， 
化的逆元素是 p [-。 ] • 

促持平而上的所冇点之间的姐离的平面到 fi 身的映射所构成 
的群，、称之为刚体运 动群. 不难看出，此种刚体运动必然把直线 
映射成直线，幷 II 保持两直线的交角不变，共理由可见图 2 .匕 



如 A &及的距离分別等于 〆 ， M 及的距离，而 〆 不在过 a '， 
f 的直线上，则的距离必小于 a ， C 的距离，这与刚体运动 
的定义不符，同理，只要连接两条相交的直线，成一三角形，便 
可看出两直线的交角在刚体 运动下 不变. 

取一刚体运动设，把原点(0,0>映成点，则行 


(月 — a ,— & 关饥） (0 j 0) ―办 — a，—b ( fl ，办〉 = (0 ， 0) ， 


即久关 m 不移动原点.取一适当的旋转角0,以旋转平而使 Y 


轴重合，即 


6兴办一 a ，一 b 关 m (0 ,jO = 

此时 X 轴或重合，或恰好反方向，也即 

Pq ^nx =6 或 V务 Pg "K' ■办 ~a，一b * 饥 = 沒* 

由此可得 

m = ^ ftb * p I _ e , ] 或 m = -¥ ry , 

即任意刚体运动皆是由平移、旋转及反射生成的. 

例4 物理学中有伽利略群及罗伦兹群.为筒明起见，设 
空间为一‘， 以夂轴 表示之 i 时间为另一维，以 T 轴表 示之. 设 
另一坐标系以速度《平稳地向 X 轴的右方运动，则伽利 
略群的元素心可表成如下的 映射* 
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不难看出 

du 3v = 9u ° 9v ^ ^U+ V 9 

ffij 且时间轴不受运动的影响 • 伽利略群与牛顿力学 f / 密切的关 
在牛顿力学中，时间是不受运动影响的. 

罗伦茲群的元素文 IX 的定义如下 



其中 C 是 光速. 经简单计算，我们得出 
此处 w 满足 w ( U / C ) +( v / c ) 

C ~1 +AIV/C 2 * 

不难证明，如果 l w l <〜 则有 I 叫 <〜 即罗伦茲群中所 
有适合 IMO 的元素自成一较小的群*这是物 理中极 有趣味 
的 现象： 我们可以设想一太空飞船以速度 1; 离开地球，而此飞船 
又发射一相对于它的速度为 u 的火箭 • 则从地球上观测，此火箭 
的速度为如而不是 u + ^ 如果皆小于 C ， 则 W 也小于 
此即物理学中“光速不可超过”的定律 • 此定律其实不外乎罗伦 
茲群內某种群论的关系 • 罗伦茲群与电磁学有密切的关系，更是. 

特殊相对论的基石. 

例5线性群 GL ( n ，/?). 取行列式不为零的 nxn 实数矩阵， 

构成一个集合 • 在此集合中取矩阵的乘法为双项运算，则此集合 
成为一群.共理由如下：以 det A 表示矩阵 A 的行列式，线性代 


数中冇如下的公式： … 

det(A5) = det A del B f 

故如 G L ( n, 及 ） 对乘法而 茛是封 闭的；在线性代数中叉符 

A(£?C) = (^AByC 9 



S 4 



故知乘法有结 合律； 又知幺矩阵 h 的行列式为1，而且 
.' , l n A = Al n - A, 

故 k 即乘法的幺元.又由线性代级知行列式不为零的矩阵 A 皆 
有逆矩阵 A— , 的行列式显然不为零，故在 GL(n，/?) 中，所 
以 GL(n,J?) 对矩阵乘法构成 一群. 

此群可以理解为 n 维向量空间上的非奇异的线性变換所 
构成的群. . 

■ 

习理 一 

1 

1. 若集合 G 非空， G 中有双观运算，兴 满足结 合律， 

则称 G (对运 算*〉 构成半群 （semigroup)/ 若 C? 为半群，且存在 
^ eG t 使得 = = 则称 G 为幺半群 (monoid). 

(1) 证明偶数集合 2Z 对通常乘法构成半群，但不是幺半群， 
<2)在 2 之中定义运算并:， 

,a*f> = a+ b + ab ( V^,^G2Z), 

证明 2 之对运算关构成幺半群， . 

2. 证明群的萣义可改述如下：设 G 为非空集合，关为 G 中 

的双项运算.如果： （1) 关有结合律， （2) G 中存在左幺元〆， 
却对任意的 <G, 总有〆 a = (3) G 中任一元素 a 有左逆元V， 

即则称 G 为群 • 

证明在上述眾义中的“左”都改成“右”也是可以的. 

试举一例，说明将上述定义中的 （1),(2) 保留，将 (3) 改成 “G 
中任一元素有右逆元”， G 可以不是群. 

3. 证明群的定义可改 述为： 设 G 为非空集合， * 中双 
项运算， 如果： （1) 於冇结合律； （2) 对任意的方程 

及舛=&都恒有解，则称 G 为群. 

4. 在一个有双项运算关的枭合$中，如果 

ci^r b — c -X" 0 b ^ ( y cl 9 b 9 c ^ 9 

则称 & 有左渰去律. ^ ih 
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b -；f ^ = c ^； a => b-c ( V / 

则称 ^ 打右消 去律.证 明运算适合结合律且有左、右消去律的非 
空有限集合造群. 

■ 

5. 以 FL(n，i?) 表示所有77 X n 的实数矩阵的集合，证明对通 
常的加法而言， FL(n，i?) 是一个群，称为全线性群 （full linear 

group), 

6. 令 SL(r?,/?) = {A: 证明 

K) 对乘法成群，称为特殊线性群 (special linear group). 

7. 四元数集 （quaternion) 是 指集合{(%,七,<! 2 ,<1 3 ): 
(V «*0, l,2,3)}. 通常写成 

l/,t 适合下列乘法规律: 

l*t = *> W = /， i*k = kf 
t 2 j 2 r= 七 2 = _i， 

帑 

k = i *i = -;•*> * = ; # fe= -~k*h j = - **t. 

—般元素乘法按分配律进行，证明非零四元数集关于乘法构 成群， 

8. 设 J 为一个指标集合.任取一些群$0¥0,令〜是 G 的 

幺元，定义 

㊉ & = 除有限多个 * •以外， a t = et} r 

ie/ 

I 

称之为 {Gi: i _6/} 的直和 (direct sum ). 定义 

(…，， •••）（ …，石 i ，… ）=( … f a i ^ i , •••). 

证明 ㊉ Gi 是一个群. 

i e J 

9. Gi 如题^定义 

m = a iG p 

i 6 i 

称之为 {Gf: 彳€了}的直积 （direct product )^ 定义 

(…， A，•••）（•••，〜，•••）= (... ,a i b i , 

证明 nqa — 个群. 

f <i i 
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10. 以 L 的幺 冗 •.令 

[ .° n }QCh(2n f R') f 

匕 一 /0 ' 

丧示 /的 转遇 （ transpose ), 定义 

Sp(2n,/?)={A ： AeGL(2n,/f), A T JA^J} w 

证明： Sp (2 n ,/?) 对矩阵乘法构成鮮，称之为辛群 （symplectic 

group ). 

11. 设群 G 仃 n 个元尜~， a 2 , fl n * 矩陈 

W Q|^2 ••• i^n 

^ 2^1 ^ 2^2 … 


L a n a \ a n a Jt … a n a n J 

被称为 c 的乘法表. 

( 1 ) 写出对加法构成的群和对乘法构成的群的乘法 
表； 

(2) 证明乘法表的毎一行(列)的元素都不相同. 

我们可以有如下的应用：我们进行农业实验，用 n 种不同的肥 
料及 n 种不同的农药(设已知肥料与农药不相 干扰） 和 n 种不 同的: 
作物.我们把方形实验田分割成 n 行及 n 列，在每一行中施用不同 
的 肥料， 每一列中施用不同的 农药. 试用 G 的乘法表安排 n 种作 
物，使毎一种作物都试遍了各种肥料和农药. 

12. 证明：任给平面上的刚体运动 cr , 都可以骂成一些反射 
，…，的乘积 ， W C 7 = ViYi ^ Vn , 所以平面上的刚体运动群 

赴山反射生成的. - 

13. 同样地，证明三度空间中的刚体运动群是由反射生成的、 

§ 2集合上的变换群 

定义 2. 3 取一群 C 及一集合久如果 G 中任意元素没皆为& 
的映射，且 G 的任意二元素义,仏， C 的幺元 e 及 S 的住意元素 SjL 
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皆适合下列公式： 

1) (Pi^^ 2 )( s ) = ^1(/7 2 ( £ -)), 

2) e(s) = s, 

则称 C 为 S 的变 換群. 

讨论不仅第一节中的冽 2 ,例5皆是集合上的变換群，而且 
任意群 (G，*) 都可理解为集合的变诶群.事实上，对 C 中的 
任一 元素仏 规定集合 G 的一个映射 如下： 

£^(a〉 — Q Cly 

■此处 a 为集合0的任意元素.不难看出，在此规定下，群 G 是集 
合 G 的一个变换群. 

定理 2.1 如果 G 为 <S 的变換群，则 G 中的任意元素5皆为 S 
& ☆满映射. 

证明 1) /7为單 射. 如有则 

pKD) ^fir 1 ⑽ 2 )). 

n a 

(.^ -1 --5)(5!) = C 1 9 _1 -X-p)(S 2 ), e ( s i) = <?(5 2 >, s x - s u 

2) a 为满射 • 设 S 为夕的任意元素，令 S ' =5~1(5)，贝 Ij 
50’ ） = p(5 -1 (5)> = id(sy = e(s) = s m I 
硏 究集合 S 的变換群其着眼点是 G 对 5 •的作用，及在此 
作用下的相互 影响. 我们引入如下的 定义： 

定义 2. 4设 G 为集合5•的变換群 • 5•的一个元素 s 的轨遒 

CfbCs) 定义为 Orb(s) = { gis )： g^G} # 

例6坌考上一节，考虑平移群、反射群及旋转群的轨 道. 

不难; U， 在 平移 群的作用下，平面上任一点的轨道都是整 
个平面. 

在 R 射群作用下，平面上的任一戍与其镜象点构成一轨道 • 
如此点小 'ft 反射軸（在上节讨论中，轴 i 即 y 轴)上，则其轨道由 
柄点组成V反之，则仪由此点本身 构成， 

在旋转群作用下，平面上任一点的轨道是通过此点、以旋转 
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心为圆心的圆.如此点是旋转心，则共轨道仅有一点. 

例 7平面上的任意二次曲线，皆是某群作用下的轨道. 

任意取一抛物线，经过坐标变換简化丼方程式后，不妨假定: 
此抛物线是由下式定义的： 

取一群 Asp 。： ae / e }， 其双项运算关定义 如下： 

^5 = ^ a + b * 

群(^对平面的作用定义为 

= {x + a t y + 2 ax + a 2 }, 

不难看出，幺元 h 以及二元素 r fl , r b 适合以下 关系： 

■ 

# 

To ( x f y ) = ( x t y) f 

f b (r a (x^)) = r b (x + a,j/ + 2ax+a 2 ) 

=Cx + a + b t y + 2i^ + b)x + (a + 占 ）*) 

= ^#+bC^ t = (fa * 【 1> 〉 ( 太 ， y〉* 

故<^为平面上的变換群，而且 

Orb((0,0)> = {(a,a 2 )： d?} = {(x,y): 夕 = x 2 }. 

即 06((0,0)) 就是我们开始所说的那条抛物线， 

不难看出， Orb (( q <0) 是如下方程式所定*义的抛物线， 

发 2 =r JC 2 - (<? 2 - 句， 

这类抛物线或完全重合，或不相交. 

双曲线的情形也类似.不妨假定此双曲线是由下式定义的 

令专0, a ^ R} f 其双项运 算兴定 义如下： 

o ， a *< r b = ( r fl5 . 

群 G 对平面的作用定义为 

不难看出 , Orb (( l , l )) 即是上述的双曲线.其余各轨道分別为 

Orb((0,0»={<0,0)}, 

Orb ((〜0)) 二乂轴 \{(0,0)}» 
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0吐（（0，句）=/軸\{(0,0)}, 

而 Orb (( e ， 心）: / j 山下式定义的双 曲线： : 


xy - cd 0 


(以皆为非零实数 .） 这些轨道或完全茧合，或不相交. 
再考虑任一椭岡.经过坐标变換以后，不妨假定其方程式为 


JC 2 


y 2 

¥ 



其中令 G 3 = {5 e: 0<0<360°},其双项运算并定义如下: 


\ t 於心 2 



其中[~ + 0 ^^ 6 1 + 0 2 对模360°的主余数. C 3 对平而的作用定义为 

<5^ (x,y) - (arcosO f brsin9 ) , 
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不难看出，上述的椭圆即 Orb ( Oi ，0)). 丼余的轨道或是由原点 
构成，或足由下列方程式所定义的 椭圆： 

(flc ?) 2 + (bey - 

其中卑 0，1. 这些轨道或完全重合，或不相交 .I 

从上面的例子可以发现一规 律性： 这些轨遊或完全重合，或 
不相交.这种“分离性”是轨道共有的性质.我们可以证明如下 
的定理， 

定理 2.2 设 G 足 S 的变換群，则 S 是各轨道的幷集， 而各轨 
道均是分离的. 

证明 1) ^足轨道的幷集.令 s 为 S •的任一元素.贝 IJ 

e(s) = s, 

故 s6 0rb(s.). 

^ 轨道足分离的.设 

Orb ( Sj ) flOrb (<? 2 )^ j 2 T # 

.IJX s 3 eOrt » C ^) n ° r b ( s 2 ), 则有 53 = 51(0=^2(52) .故 
60 



没 1 = 沒1 1 X没2(沒2〉* 

因而。❸^^的任意元^皆可写成 

没（没 1) = 长9 J 失 沒 2( 没2〉 = 沒’（沒2) 6 OrI)(S2). 

所以 OrljOeOrKh ), 同理可证 OrlKWcOrbh ) •故 

0^(5^ =0rb(s 2 ) # | 

定义 2. 5设群 C 为集合^的变換群，了为^的子集.如果对 
T 的任意元素 t 及 G 的任意元素 p ， 总有扒 t ) 在 T 中，即 

9(t)eT ， yteT f g 乏 g, 

则称 r 为一个（在 G 变換下的)不变集合. 

不难看出，不变集合是一些轨道的 幷集. 例如，在旋转群的 
作用下，平面上以旋转心为心的圆盘(即圆內点集)是不变集合. 
如果了为 一* 个木变集合，则 g 可以理解成集合: r 上的变換群. 

群 C 旣然是集合： r 的变換群，则群 g 中的任意元素0都是 r 
到自身的满射(见定理 2. 1\于是定义 2. 5可改写成： 

定义 2.5* 设群 G 为集合^的变換群 # 设 r 为 S 的子集.如 
果对于 c 的任意沆素总有 

9(T) = T t 

则称 F 为一个不变集合. 

I j 

习 S 

1. 以7表示全体 n 维实向量的集合. GL(n,i ?) 在1/上作 
用为左乘，即对于 A6CL(n， 及）及 



定义 A ( a ) = Aa . 试求所有轨道. 

2. SG = GL (；7， i ?) x GL ( n ，/ J ). 定义口：^^!^,/?)]；.的; 

作用如下,对令 
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求所有轨道. 

3. 以 i 7 表示所有 nxrz 实对称矩阵的 集合.定义 GL ( n,iO 
在尸上 的作用 如下： 对 5^ GL ( n , J ?), AeF , 令 

SiA ^^ SAS 7 , 

其中表示矩阵5•的 转置. 求轨道的个数， 

4. 令群 G 从左边作用在 G 上，即 

9(9*) -9 • 9*. 

求 OrW ). 

5. 令&从两边作用在&上，即 

9(9*') =99*9~\ 

求所有轨道. 

6. 令 G = J ?. G 通 过下法 作用在实平面把上：对 reR 

= (x + r, e- r ^>, 

试求所有轨道， 

_ ^ _ 

7. 圆环面 T 2 ( toni S ) 可以理解成下列的点集 | 

T 2 = {(fl^): 0<a<l, 

令 G = 通过下法作用在: 7 VL : 对/及，令 

r (( fl , f 0) = ( a )0， 

@中 <1，= fl + r *_ 匸 a + rj , 办 ，= ft + r — 匸+ rj ， 匸 fl + f ] 4 £b + r ] 

分别表示 a + r 和 fc + r 的整数 部分. 试求所有轨道. • 

8. 參考上题 # 给定及，定义0在7\ 上的 作用为 

《( M )) = ( 〆 ，)， 

其中 fl'=fl + cr-[fl + cr] ， b f = t + cr - [ft + cr] # 讨论当 c 是有 

理数或无理数时轨道的不同性质. 

9. 设 G 为 S 上的变 換群， 在5■中定义关系 • a 〜 b 

厲于同一轨道 • 证明“〜”是一个等价关系，轨道则是 
关于〜 的等价类翁 

10. 在例6和例7中决定价类(即轨近)的代表元素集合. 

11. 在本节习题6,7,8中决定轨道的代表元素集合. 


€2 



12. 令 


SL (2, Z ) 





dj 


: a,b,c 9 d^Z f det 


m 




证明 SL(2，Z) 对矩阵乘法构成群 • 令 // 为上半复平面，即 


H = {5 ?： z^C , Im z>0} # 
定义 SL(2,Z) 在 H 上的作 
用为 




d 




az + b 
cz + d 


验 ii£SL( 2 ，Z) 是 H 上的:变 
換群.证明轨道的代表集合 
如图中斜线部分（斜线部分 
的以实线表示的边界在代表 
集合之中）. 


卿 



题 12 图 


§3子群 


在上一节中我们看到，如果群 G 是集合 5" 上的变換群，则 G 
对斤 所起的作用之一是把5 •划分 成一些轨道及一些不变集合•那 
么，&对 G 所起的反作用是什么呢?为此，引入“子群”的槪念 • 
定义 2.6 设 （ G,,*) 为一群， H 为 G 的一子集.如果 (f/， 氺） 
也为一群，则称丹为 G 的子群，记为 

讨论要证明群 C 的-个非空子集 H 为一子群，只需要验证 
对于 H 中的任意二元素 a 及 a 氺 pi 仍在 H 中即可 • 共理由如 
下 ：因为 G 中 有纟 J 合律，故//中必有结合律；取 a = 则 e - a ： 

即 H 中有幺元；如果取 a = J/lIJ e ^ b~ l 故 H 

中任意元素纟皆在 H 中有逆元素> 以 6 _1 代替纟，则有 

a^b = a^r 

即 H 对并是封闭的.故 H 为一子群. 
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例 8 所有偶数是整数加群 Z 的一个子群，而所有奇数则 
不是 Z 的 子群. 这因为两个奇数的差幷不是奇数 • 偶数集合可 
驾成■由2及 -2( 2的加法逆元素）累次相加所构成 • | 

一般^言，设 F 是群 ( C ?， 关）的一个子集，则所有形如 
…关 A 的元素构成一子群 H , 其中 a , 6 , …， A 为 F 及(即尸•中 

所有元素的逆元素构成的集合）中有限多个 元素. 如果 F 为空 
集，则此子群被理解为 幺群. 这个子群尺被称为子集尸生 成的， 
记为只=〈厂入例如， 2 Z 是 {2} 生成的 • 子集尸称为子群//的 
生成元集. 如果一个有限子集 F 可以生成群 C , 则称群 G 是一个 

有限生成的群. 

定义 2.7 —个群 G 的基数(即 G 中元素的个数)称为群 G 的 
阶数，用 o ( G ) 表示之 • 如果 o ( G ) 为有限数，则称 G 为有 限群； 

反之，则称 G 为无限群.元素 fl 的阶数 o ( fl ) 即其生成的子群的 
阶数. 

例9平面上的旋转群的有限子群. 

令原点为旋转心.设此子群 H 不为 幺群. 除去幺元后，令心 

为其余的元素中具有最小的旋转角者•设心，为 H 中的任意元索. 
令 n 与 r 如下式所示： 

n - [ h /沒]， -nO + r 9 . 

其中 d /0] 表示 0,/0 的整数部分.则 O < r <0. 于是 

Pe l J ^P~e n = Piei-ne] - Pr. 

但 0 是最小旋转角，故即只中的元素的旋转角皆为0的倍 
数. 令 m 为具有下述性质的 整数： • 

m 0<36 O °<( w + 1)0. 

则有 

Pe ^ P I (m +1> ^ ] = P (m + i) i?-360 a • 

根据以上讨论，知存在整数 S ， 使 （ m + l )0-36 O ° = s 0. 易知 

s = 1, 0= 360°/ m . 

不难看出，如果 m > 3 ， 则除原点外，任意点佗 
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H 作用下的轨道皆为正 m 边形的 m 个顶点的災 合. 

定义 2. 8设 G 为集合 S 的变換群. * S 的一个子诹 T 的稳定 
.群 Sub(T) 定义为 

Stab(r) = { 5: g(T):T). 

讨论 StaWT ) 为 G 的一个子群.事实上，由 5( r )：=： r , 得 

(n 没 ） <T) = 9- 1 (T ) ， e(r) = g-^T), T = £THT )， 

即 ^eStab(T) 1 e Stab(T). 

又显然可见，对于 pjesub ( r ), 有 

■ 

(5 关 A )( T ) = g ( MTy ) = g ( T ) = T , 

故沒* A 在 Stab(r) 中.由此得知 Sub(T) 为 G 的一个子群 .I 
实际上，群 G 的任意子群皆可表示成一个稳定群.令群 c 如 
通常那样作用在集合 G 上，即 

兑（沒 1 ) = 9^ 9\m 

jjllj Stab(H) = H 9 

我們可以将子群 H 视为集合 G 上的变換群 （ H 在 G 上的作用 
如前所 示）， 则有 

Orb(e) = {h 关 e: h ^ //} = H• 

此时的各条轨道 OTb ( g ) = {k 关 AeH } 又称为右限集 • 类似地, 
也有“左陪集”，其构造法 如下： 令子群 好在集合 G 上的作用为 

^ c&y ~ 9 ^ f ^0//, 9 ^ G 9 

则产生的轨道切*& _1 : = fcew } 称为左陲集.左、 

右陪集的性质很 类似， 在以下如果一般地用“陪集”这个词，而 
不特別指明 是左， 右陪 集时， 则皆指左陪集而言 t 
陪集旣然是轨道，从定理 2 t 2 立得下面的系. 

系群 g 是对子群//的陪集的幷集，幷且这些陪集是分离 
;的. 

定理 2.3 群 G 对于子群 H 的任意二陪集有相冏的基数. 

证明只要证任意 Orb ( p ) = { g ^ h ： heHj irj Orb ( e ) = // -{j 

•相同的基数即可.定义由 H 到 Orb (幻的坱射 
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♦ 


g*ihy = g¥ ： h 9 

显然此映射是旣黾又滿的， 故好与 Orb (幻基数相同 • I 

定义 2.9. —子群好对群 G 的指数定义为 G 对//的陪集的宽 
合的基数，即陪集的数目，记为 [ C ；: H ], 

从定理 2. 3及定义 2. 9 ,我们立得如下的拉格朗日定 理：： 

定理 2.4 如 G 为有限群， 而孖为 G 的子群，则 

o(G) = [G：//] . o(H ) 9 

下面的定理可以阐明“指数”的意义. 

定理 2.5 设群 G 为集合 S 的变換群， T 为集合&的子集， 
Stab (: T) 为 T 的稳定群.则在 G 的作用下所产生的不同的 g(Ty 
的数目等于指数 [G:Stab(：T )], 此处 j 是 G 的元素 • 

证明 任意取 G 的二元素我们若能证明： 

ffi ( T ) = QiiJT ') 

S 且仅当 A 和仍属于 G 对 Stab ( F ) 的同一陪集，定理即得证. 

记 Stab (: r) = H. 9i f g 2 eg ^ H 9 即存在 使 f / 

Si = 9z~ 9^ ^ 2 > ' 


则有 * 

反之，若仏(了）=办<了)，则 

92 l ^r9i(T') = 总 ； 1 * 沒 2 ( 了 ）=«(? 1 ))= T 9 

即5^关及 ieH = Stab(r )， 也即故〜仏属于同一陪 

集 • 1 


在上面的定理中，取 LG，T = H(//<G ), 则显然有 

Stab (//) z ± H 9 

- 甲 * - 

不冏的 g ( JI )= g 长 H 的数目自然是 [G: 用（参见定义 2.9). 

在下面的例子中，我们要用定理 2 . 5 去完成一些有趣的计算 •. 
例10三维卖空间的有限旋 转群， 此群可以应用到晶体群 


上. 

取幺球面即以原点为心，半径为1的球面 . 设原点为此 L 
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有限旋转群 G 的所有元素的共同旋转心，则 G 作用在上，成为 
&的变換群， G 中非幺的元素/>在三维实空间中必存一旋转轴， 
即 P 在$上有两个极点(在 P 下保持不动的点). 

设尸为 S 上一点，以4表示 Orb ( f >) 的墓数.令 ' 

n P = o(Stab(P)), n = o(C?) , 

由定理 2.5, 有 v P = [ G : Sub ( P )], 故 

n = n p • v Pm 

旣然毎一个非幺的旋转皆有两极，在重复计算下， c 中全体 
非幺元素总共应有 2(n-l) 个极点.注意到以 P 为极点的非幺旋 
转的集合恰是 Stab(P)\{e} 0? 为幺旋转>，故 P 点作为极点的重复 
次数为心-1，再注意到 O r b ( P ) 中的点都是极点，而且这些极 
.点的重复次数 都是心 -1, 故有 

i i 

上式中的求和含意如下：在每个轨道中取定一个然后关于 
有的 尽求和 (故求和式的顼数即为轨道的个数\把上式除以 
n ,则得 

⑴ 2-|=s(i-^)=E(i-^). 

由于 h 为某一非幺旋转的极点，故 StaK /^) 必非幺群.所以 


即 


n P{ = o ( Stab ( P i ))> 2 , 






由此即知所有极点最多 A 能划分成竺个不同的轨道/我们将罗列 
所有的可能性如下（由 （1) 式易知不可能只有一条轨道）. 

1) 所有极点归入两条轨道.此时 （1) 式化为 
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即仃 


故得 




即所有旋转皆保持 A,A 不动.換言之，/ > 1 及匕适此旋转群的为 
用的南北极 • 此群必然是赤道平面上的旋转祈引屯的（参见例9 ) fc . 

2) 所有极点归入三个轨道.最小的 n P ，.必 然为夂设 ff 两. 
个 n P 为2,则可由 （1) 式解得 

I 

n Pl = n Pz = 2 , = ”/ 2 , 

故 

u p l = v p 2 = r i/2 = n P . i9 u Pi =2. 

不难看出， 这+旋 转群是由过原点的-个平面（不妨令为 X-Y 平: 
面）累次旋转 3 6 0°A^ 3 及以此平面上过 A 的直线（不妨令为义軸> 
为轴的 180° 的旋转所产生的，也即图 2. 3 中的多面体的旋 转群， 
P 2 ^J ^~ y 平面上正《/> 3 边形一边的中点在幺球面上的投影. 





3) 所有极点归入三个轨道，最小的心，是2,次小者为3 




由 （1) 式可解得 

= 2 f = 3> 

此时又有以 下三种 可能： 



( a ) n Pi ~ 2 f = 3， " = 3， ^ = 12 # 

于是有1^ = 6， ^ Pa = 4, 1^ 3 = 4. 如取 P 2 轨道中的4个点，则成 
为一正金字塔形的四个顶点(图 2.4), h 是一边中点在幺球面上 
的投影，因为有六条边，故^\的轨道中有六个点.是一个面 
的中心在幺球面上的投影，因为有四个面，故4的轨道中有四 

点. G 即是此正四面体的变換群. 

(b) fjp^ ~ 2f Op 2 = 3> = 4 ， = 24. 

于足有 

v Pt = 12, v P2 = 8, ^ p 3 = 6. 


如取^的轨道中的八个点为顶点，则成一正六 面体.如取尸 3 的 
轨迠中的六点为顶点，则成一正八面体（阁 2.5). 群 G 是此两种 
正多面体的变換群.其佘各极点是边与面的中点在幺球面上的投: 



影.这两种正多面体是“共铤”的，即连接其中之一的各面的中 
心就能得出另一正多面体.故两者的旋转群适相冏的 * 







(c 〉 n Pl = 2f = 3> n pa = 5f n = 60. 

于是有 *^ = 30, >V, = 20, v Pa = 12 . 与以上的讨论类似，我们 

可以得出此时群 G 是正十二面体与正二十面体的旋转群（图 

2 . 6 ). | 



以上得出三维空间的全部有限旋转群，可堪注意的是，自古 
希腊便知道仅有五种正多面体，而 (0 ,0>) , ( c ) 正好得出三个不 
祠的群，分别是这些正多面体的旋转群， 

% 

■ 

习 题 

■ 

■ 

■ 

1. 、证明群 G 的任意多个子群的交仍为 G 的子群；设 
■ H 2 < G 9 

M 

H ^Z~ ^1 ^ ^2 ^ ^ 2 } * 

雄 例说明不一定是 G 的子群 • 丄 

2. 设付 < G ， 证明对年一 gHg -'〈 G , 

3 . 设 ScG , 定义 

C{S) = {x ： xe0 9 3ds ? ： SX( V se^)}. 
ffl 明 C 0 S)<G ( COS ) 称为在在 (？ 中的♦中心.化子 )• 
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4. 设 定义 

AT(<I?) » {jc : x^G f xS = S*^} % 

证明 JVO ?)< C ； ( NCS 〉 称为5在(；中的正规化子). 

5. 设 C 为有限群.证明对于任一 fifeG , flf o£ °> = tf p 

6. 设 G 是77阶循环群， m \ n . 证明 G 有且只有一个 m 阶子 

群. 

7. 设 G 为循环群， 96 G , 5,«为正整数，证明 

(1) < a *> fl < a *> = < at -*3 ># 此处[>,0表示 s 和 t 的最小公 
倍数； 

(2) < a r > • < fl *>< G , 且 < a » Xd > = <a (*“)>, 此处表 
示 s 和 I 的最大公因数 • 

8. 考虑 GL (2，/{> •取 



证明 0(5!) =4， o ( y 2 ) =3, 0 (^i • ^ 2 ) = p °# 

9. 设 G 是群 • 令 G f 为 G 的換 位子群 （commuutor « ul >- 

group ), 即 C 中所有形如的元素生成的子群(心 ， 沾 
C ). 证明对于任一 都有 

10. 令 

0 + (n ， i?) = {A: AeGL(n ， 及 ）， AJA — E 9 detAsi}, 

其中五表示 n 阶单位方 IT . 0 + ( n , 及)的元素可以理解成由它的衧 
1^置决定的正交座标系 • 证明0 + («,及)中任一元素对 0 + ( n - l , 
#) 的左陪集可以自然地理解成 n 维球面汉*, 

H . 令 Pi = CU { oo }, 令 G 为的线性变換群，即 

! az + b 
2 


r a b 1 1 

dct u JH 
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令丁 = {0,l,oo}czPc» 求 Stal >(T). , 

12. 令 G 为手面I? 2 的平移群，求 Sul)(Z xZ). 

13. 设 C 恐一个交換群，如果 C； 的毎一个眞子群都是有限 
群， G 是否必然为有限群？ 

14. 设 G 是群，/^，/^ ，…， H n <C, 且[^ : /^]<00( Vhl, 
2,…， n ). 证明 G: f ] H i <oo. 

L c f-1 J 

15. 有限圣成群的子群是否必为有痕生成的？ 

16. 证明有限生成群的指数有限的子群必为有限生成的. 

17. 完成例10的 3) 中（<0的讨论. 

18. 找一个非交換群，使它的每一个眞子群都是交換群 • 

§4内自同构及正规子群 

C 

■ ‘卜 ■>"> l^k 

在上节中我们讨论左、右陪集时，曾用两种不同的方法使群 
作用在集合 G 上. 达两种作用带来了一些 结果. 在本节中，我 
们#引入另一种作用. 

■'设 0为群 G 的一个 元素. 令0作用在集合 G 上如 下： 

v 9 i eG . 

兹一作用所造成的 G 到自身的映射称为 g 所引生的內自同构，记 
为了阐明“內自同构”这一名词的意义，谙注意~的如 
T 的性质： ' 

' tgig ^ gz ) - 9 ( di ^ 92 > - 9 ^ r 9 i ^ rd 2 ^ 9^ 1 

- -『 

=T(^l)*r(£? 2 ), 

彳[:把此性质与下面的两个定义相 比较. 

定义 2.10 设 P: 为群 (； 到群 CT 的一个 映射.如果 p 

媒持 群的运算关系，即‘ 

m 

P(9i^9 2 ) ^ P(^i)*P(^2), \/ 9i,9z^G f 
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r 

侧称 P 为 G 到 G ' 巧的一群映射(或同 态). 

定义 2.*11 设为群 G 到群 G ' 內的一 个群映 射.如果 P 为 

单射，则称 P 为群单射；如 P 为满射，则称 P 为群满射，此时 
称 G 和 C ' 为 同态. ‘果 /) 为单满映射，则称 P 为同构 r 记为 P : 
G ^ G \ 如果/?为同构且为 G 到自身的映射，即仏=<7,则称 p 

为自同构春 

讨论 1) 不难看出“內自同构”〜是一个群映射，幷且~ 
适合下列的 公式： 1 

沒 1( 没 2( 夕 3)) = r Pl ( r P 2 (沒 3 )) = r ffl (5 2 * 沒 3*5^) 

= Pi 关兑2 *53 关 W 1 * PI 1 = ( 汉1兴夕 2) 兴没3关 （ 沒1并仍）_ 1 
= ^ Oi * 9 t ^ S ^ = (没1 ■没 2)( 总 3) ， 

占（々 3 〉 =Te(9i> = G ^r33^ e ~ l = 9u 

-故群 G 以內自同构作用于集合 G 上，构成集合 G 的变換群*根据 
定理 2. 1，即知所有內自岗构 h 都是集合 G 到自身的单满映射， 
.所以皆是自同构.这种由 G “內”的元素所引生的自同构，自然 
•称为內自同构. 

如此作用下产生的轨道，称为共轭类，如果二元素化及办 
，属于同一共轭类，则称 S , 与&共轭，即有一义使得 

9^ r 9 i ^ r 9~ l =9 2 » 

2) 因为 

P (0* P ( P ) = P (^- X -5) = P (^), 

故 〆 = P (0 是的幺元.又有 

P(i?) -X-P(5 -1 ) =P(5*P -1 ) = P(<?) = ^ y 

故知 p (^- i )= p (^ r l . 

定义 2.12 令群 G 通过內自同构作用在集合 G 上 . G 的不变 
子群 H , 即同时为子群及不变集合者，称为 G 的正规子群，记为 

群 C 中轨道为幺集（即只含有一个元素的集合）者的幷 
集，称为群的心. 

讨论 1) 正^2子群丹就是适合下式的子群： 
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2) 如杲 0 的轨道是幺集，则必有 

I 

■ 

即 

9 i ^9=9^9 lf \/9 ieO 0 

換言之，即0与群 G 中的任意元 素仏进 行运算时可以交換. 这: 
是5在群的心中的充要条件， 

定义 2. 13如果群 G 的心就是群 G 本身，換言之，我们有 

总 1 * 夕 2 =办 * a , v &i r 9 t e g, 

即运算的交換律成立，则称 c 为交換群_反之，则称为非交換: 

群， 

例11 §1例1中的群皆是交換群，例3中的芋面的平移 

% 

群、反射群，以及旋转群也皆是交換群，而刚体运动群则是非交 

換群 . I 

对于群 G 的心，我们还有另外一种理解方法，即 £ f 在群 C 的: 
心中的充要条件是 

I 

h, V^eG # ^ 

換言之，即0所引生的內自同构是幺映射.一般言之，我们有如 
下的定理_ 

定理 2. 6设群 G 为集合 S 的变換群.则 G 中等同于5•的幺 
映射的元素的集合构成 G 的一个正规子群. 

证明设此集合为 H . 显然， eeH , 故 H 非空. 

则 

a^b^Cs) =fl(ft -1 (s)) =fl(s) V 5 6^* 

故知 h 为一子群 t 令 s 为 g 的任意元素，则有 

r fl (a)(s> = (flf 关 fl 并々 4)0) =^(a(ff~ 1 (5») 

= 9 (9 一 1 <^)) =5 兴夕 - 】（ 5) : e(s ) 二 s ， 
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，故知 r e ( a ) e /\ 根据定义 2*5, 即知片为不变子集 • 于是好为 

一 •正规子群 . I 

(系 群的心是一个正规子群* 

以后我们还会讨论定理 2. 6•目前我们继续硏究与正规子鮮 

有关的题材. 

定义 2. 14设 P 为群 G 到群仏的一个群映射 . P 的象 im ( P ) 
的定义 如下： 

im ( p ) = { 〆 ：存在 使得 〆 0)=^}» 

P 的橒的定义 如下： 

ker ( p ) = { g : p { g ) = e f 9 e ’ 为 G 7 的么元 }• 

換言之， ker ( p ) 即是 V 在 p 作用下的象源，故也可以用厂 K〆 〉 
表示之， 

定理 2. 7设 P 为群 G 到群 G ’ 的一个群映射，则 im ( p ) 是 
的 T •群•如果 P 是 im ( p ) 的一个(正规)子群，则的象源 H 
(即 H = { fir : p (幻 e H }) 是 (? 的(正规)子群 • 

证明设 WWeim ( p )， 则存在 A ,£ f 2 eG ， 使得 

PCSi) ~ 9 \1 p(.dz) = ^2* 

于是有 

即 M *(9' 2 ) -1 €^0)).因 〆 = p ( e ) eim ( p )， 故 im (/)) 非空，故 
知 in (p) 为 G' 的一个子群. 

H P ⑹二 〆 呀， 故 eeH ， 即 H 非空. 令没1，&弓仏 
则 

, ( Hg ; 1 ) - p (^ i )* p (£?2 1 ) 

& g r X -9 VelK .子是 W 是 G 的子群 • 

现设"，为 h ( p ) 的正规子群•令 r ff 为 C 的任一內自同构, 
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则对于任一 a eH ， 有 

gQ ^ Y ) = p(g 长 关 

= ( p (5)^ P (5 i »* P ( P )' 1 . 

由于 H ， 为 imO ?) 的正规子群，故 p (£0 关 W 关 〆 5) _1 =^， 取 

p ^)*// 7 =H / 朱 pig 、 • 

而 〆 3 i )6 H ’， 故存在 ，使得 

p(g)-K-p(s r 1 ) = ^ / -^p(p). 

代入上式，即有 

p(r g (5i)> = (v 长 〆 0)) 关 〆 ffr 1 = = 

故得即 H 为 G 的不变子集 • 由此得知 H 为 G 的正规. 

子群 . I 

系设 P 为群 G 到 P 的群映射，则 ker (/)) 是群 G 的正规子 

群. 

以上我们证明了许多子群是正规子群.正规子群的重要意义 
在于下面的定理. 

定埋 2. 8设 H 为 G 的正规子群 • 如果在 G 对 H 的陪集的集 
合(5务尺： pec } 中引入如下的自然 运算： 

(5i*H)-5f(5 2 ^^) = (5i*£f 2 )-X-W,- 

则此陪集的集合成为一群，称之为 G 对片的商群，记为 

证明我们首先要证明此定理中引入的自然运算是存意义 

的.換言之，如果 

S I 关只 = £(H ， Q2 ^ = 3 

则应有 

(义兴心）关 " = (々 a 兴54>*片. 

即〜与应属于同一陪集.事实上，设 AuheH ， 使 

得沒1 = 没3关办1，双2 = 54关办2，贝 lJ 

= 分3*(办1 长沒4)关 

因为 h 为正规子群，所以有 he 丹，使得 a :* 山 uh ， 故 

, Qi-YcQi ~ 
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郡 9i^0z r -J 93 -X- 9 a 厲于同一个陪集. 

不难符出，运箅结合律继续有效，* H =片是幺元 A * 付 
酌逆元素是没 _1 并 "i 故， G/H 是一'群 • | 

' 以 下我们将证明定理，通常称为第 一同构定理. 

定理 2. 9设 P 为群 G 到群 G/ 的群滿射•令 H ' 为的一 
个正规子群，孖为/厂的象源.则如下定义的朽 

是商群 OJH 到商群 G f /W 的一个同构， 

证明 首先，我们必须证明如此定义的 P 是有意义的.換言 
之，如果化关好：&兴//,则应有=: 〆 •溱 

实上，由于〜及&属于同一陪集，即故 

‘ K9i)~ l ^Pi92')=Pi9\ i ^9 i ')eH / , 

^ />(A) 与 P(&) 属于对的同一陪集.此即须证之点. 

其次，我们要证 P 是群映射.令& 6 G， 则有 

I 

| 

P((£?i *H) 兴 (g 2 ^H)) = p(g l ^rg 2 ^H) = p ( 仏关 心）关 H' 

= P(5 f l)-H-p(^2)*^^ =(〆没I)兴幵’）兴（0(沒2)关 P) 

= P(9i 决 H) 并付）. 

、故知 P 为群映射. 

取V 关为商群中之任意元素 • 因为 P 为满射， 

/所以在 G 中存在 fif, 使得 p(0)=〆. 故有 

:所以 P 是满射. 

若；)(〜*//) = ?(&*//>，则•即 

= p(5ir 1 *P(£f 2 )eH\ 

况旣然是奸'的象源， 故设 了 1 *^^"，即&关 // = &*//• 由此 
得知尹为单射.故及为同构， | 

系 设 P 为群 G 到群 C 的群映射，则 G/kw(p) 与 im( P ) 苘 
，构 • 1 , 

定义 2.15 设 H 为群 G 的正规 子群. 则群 G 到商群 G/// 的 
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典型映射 K 的定义 如下： 

讨论不难看出，典型映射是一个群满射， 

根据定理 2. 9的系及定义 2. 15,任意的群映射 P: G— 皆取 
分解成下列三个映射的 合成： 



其中*(〆）=〆为群单射* P = i 。 P 。 K , 

* 

例 12对称群的轨道式及共 轭类， 

设口€汶》,取在 a 生成的子群《7>作用下的任意一条轨道及^ 
此轨中的任一数字〖，则可把这条轨道写成 下式： 

(*)(0, …〆 - w)), 

其中的数字皆不同于丨，而把 < a> 
作用下的所有轨道罗列起来，则得 c 的轨 道式 如下: 

p 

O', 0T(O, … 

上面的轨道式中，各轨道的先后次序是无关紧要的.一般地，在 
上式中如果某轨道仅有一个数字，则通常略去不写.显然，任一 

种 上面的写法，只要不同的括号中不出现相同的数字，就必是 

1 

中某元素的轨道式. 、 

对于中的元素，有另外两种不同的理解法《其一是理解 
为位置的调換，其二是在位置上塡写数字.例如，对 P = (l,2,3> 
65*3, 旣 可以理解为把1号位置換成2.号位置，2号換成3号， 

3 号換成 1 号，也可以理解成在 1 号位置上塡写数字 2 等等.我 
们不妨把第一种理解 法写成 
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PC 1 ) ~ 2 f P(2) = 3 ， P (3) = l ， 

而把第二种理解法写成 

b =2, 2 P =3, 3, = 1. 

现设 r p 为由 p 引起的的內自同构* 

则有 

^,(^)0,) =P* ^-X-P^CpCO) =P*cr(0 = ^(O f . 

如果把上式中的 or 理解成调換位置， P 理解为塡写数字，则上式 
可以理解成： r , ( or ) 作用在/位上塡写的数字 I ,的结果，等于在 
以:‘)位上应当塡写的数字 < T (0,, 这种说明似嫌罗嗦，我们且举 
一例： 令<7 = (1,2), P = ( l ,2,3), 则有 r ,(<7) = (2,3). 即在 or 

，的轨道式中，按照 P 给定的规则，凡遇1号，则塡上2, 2号填 
上3,3号塡上1，则得到 T p (< r \ 同法，例如 <^ = (2,4)(1,5), 
则 L ( cn ) = (3,4)(2,5). 

筒言之， S ( a ) 即是将 a 的轨道式中的数字全部按照 p 加以 
变換.由此得知，的两个元素属于同一共轭类的充要条件是 
它们的轨道式的形状相同，例如 （1,2)(3, 4, 5) 与任意元素 

( c〆 /) 共轭.自然，此式必须是一个轨道式，邱五个数字 
c ， d ， e 两两不同. 

例13如果《年2, 0为 A 的非幺元素，则 P 31起的內自同 
构 h 必不是幺映射 • 換言之，如果则5 ^的心 是幺群•我 
们来证明这个事实. 

在例12中，我们已经阐明內自同构 T ,. 的作用就是将 cr 的轨 
道式中的数字全部按照 P 加以 变換， 当 n = l 时，无可证之事， 
设《>3,而且 P 年为的幺元 X 设 

取一数字 令 CTe 0,0，则有 

*^(0^ = (/, 5)^(7， 

其中 S = p(/t), 故知 T, 不是幺映射， 

例14我们取“人类学”的 例子. 据人类学家的硏究，许多 
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原始瓧会的婚姻遵守下列几条 通则： 

通 则一： 全社会的人分成几类，同类的男女才可结为夫妻， 
不同类的男女的婚姻被视为禁忌； 

通则二 Z —个人的类别是由父母的类别及其本人的性别决定; 
的，反之，父母类别也是由此人的类別决 定的； 

通 则三： 兄妹(或姐弟）的类别一定不同； 

通则四：苻亲属关系的两个人，其类别的异同 a 由两个人的: 
亲属关系决定，这在全社会中是一致的.例如，表兄妹的类別， 
可以是全社会一致地相同，或一致地相异； 

通则五：任何两个人的后裔不时能世世不能结婚. 

我们用群论的槪念来硏究这些婚姻通则.令社会中人的全部: 
类别为 { i , 2, …, n }. 由父母传给子及女的类别的规律，根据通则^ 
二，是 {1,2 ，…, n } 上的两个变換 6*，£) eS „， 即 

&(0 =当父母为 i 类时儿子的类别， 

公(0 =当父母为〖类时女儿的类别， 

于是，通则三即 

通則三’： 5*(i)：^D(i)，V* = l，2,".,n, 即 

W = l,2 ， …, n. 

任何亲厲关系，用追溯共同祖先的办法，可以写成&与1) 生 
成的子群沒/〉中的一个元素.例如，堂兄妹(或堂弟姐）之间的， 
关系即“父亲的父奈的儿子的女儿”，可写成 

ass - 1 s - 1 = ds-i, 

于是根据通则三^堂兄妹(或堂弟姐)的类别必不同，其婚姻是 
不允许的.又例如表兄妹(或表弟姐)的关系是“母亲的父亲的儿 
^子的女儿”，可写成于是通则四可以写成 

通则四 、任取子群的元素 M ， 如果 M 卑 /(/ 表示幺 
元），则有 

鄉)私、 V* = l ,2,-, r * # 

于是表兄妹可以成婚的数 学式为 
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DSD-'S 〜 i, DS = SD f 
即 <5\ D > 是一个交換群 • 

不难看出；通则五即下面的通则五、 

通則五在子群<$,0〉的作用下，任意的轨通: 
皆是整个集合 

于是，关于这些原始社会的婚姻规则的硏究就可化为群论的 
某些问题. . 

我们试取《 = 4,即此社会有四种不同类别的人，如果我们忽 
视数字的调換及重排，以及$与1)的互換，则不难看出仅有如下 
的可能(令 P =( l ,2,3,4), /为幺 元〉， 

1) S = O =3 /| 

2) S^P f D = P*, 

3 〉 S = P, D as P 3 | 

4)《=(1,2)(3,4), 0 = (1,3)(2,4). 

塔若 ( T arau ) 人用 1)( 实际上是 S = D = P ), 凯瑞那 （ KaHera 〉 
人用 4). 易于证出，以上的四种形态中，<5,0>恒为交換群，即 
肚会中有四种类别时，表兄妹恒可成婚. 

读者可以硏究《 = 5——即有五种类别——的情形， 

习 题 

1. 参考§3习题4,设 G 为鮮， A < C , 证明 Z < AT ( A ). 

2. 举例说明一个群 G 的正规子群的正规子群不一定是 G 的 
正规子群. 

3. 平面的平移群是不是平面的刚体运动群的正规 子群？ 

4. 设 且 [ G : H ]=2, 证明 H <] C . 

5. (1) 设 H <<7, g£G 9 证明 叫 < C . 特 別地， 

如果則 ff 长 H 关总 

(2) 设 H 是 G 的唯一的指数为 n 的子群，证明 

6. 找出平面刚体运动群的心， 
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7. 令芯 c 作 / n 在東合 S 上. ^^ eOrb ( a ), 证明 Stab ( d > 
与 Stab(0 双轭 • 

卜. 证明加蚱尺 / z 与乘群 ci = { e ，。 xe ^} cc 同 
9 . 圆环面可以定义为 R % / Z ^ Z. 证明圆环面是一个加邙. 

10. #考§3习题 9. GoH , 证明 

G/H 是交換群令今 

11. 证明任何一个有限群 G 都与&的-个子群同片，此处 

12. 设 P 是素数. Z/ P 7 ㊉ Z/p 2 Z 有差少个阶为 P 2 的循坏 
子群？ 

13. 从 Z/nZ a Z/mZ 有多少个群映射？ 

14. 硏究例14中 n = 5的情形 • 


§5自同构群 


在上 节中我们硏究了內自 同构在群上的 作用.如杲群 G 是一 
个交換群，则所有的內自 同构的 作用皆同于群 G 的幺映射，这时 
的內自同构只不过具有表 面上的复杂性 而已，其本质非常简 
为 / 消除这种太面上的复 杂性，我们 引入如下的定义及定 J?. 
定义 2. 16 设群 G 是集合 S 的变 換群，如果只有 C 的幺元 

尾&的幺映射，则称 C 的作用是忠实的，否则就称为是非忠实 

釣. 

上％的定理 2.6 巳证 G 中等闷于 5* 的幺炔躬的元臬的龙合愚 
C 的一个正规子群，我们有如下的定況 . 

定理 2. 10设群 G 是集合 S 的变換群 # 令 H 为 G 中等同于 ar 
釣幺炚射的无素的父合，则通过如下定义的在5•上的作用, 
为 S 的变換群，而且这个作用是忠实的 | 
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=^(0# V *5. 




证明首先，我们必须证明这个作用的定义是有意义的，即 
如果沒1 = 没2 * 好，则应有总1(’〉 = 事实上，此时存在 

H ， 使得设! = &关 A ， 故 

歹 1( 5 ) = ( 沒 2 并办 ） （ 5 ) = 以 2( 办 （ S )) = 没 2.( 5 〉* 

所以我们定义的作用是有意义的*不难看出 - 


//( S ) = S ， 

((沒！关孖）关 （总 2兴 H))(S) = ( g i ^ 9 2 ^ H )( s ') =(义关 A )( s ) 

= 5 i (5 2 ( s )) = 爷! I )( s ))， 

故知 G / H 是集合 S 的-个变換群.设0关//在&上的作用等同 

于5 ■的 幺映射，则 

gis ) = ( gHl )( s ) = s ， yseS , 


故 P 在 H 中，換言之， = //是 C / H 的幺元 • 

从代数的观点考虑，一个群&上的映射应当照顾其代数的运 

算关系，也即应该考虑群映射. 

定义 2. 17设$为一 群. 如果群 G 是集合 及的变 換群，且群 
G 的元素都是群 S 的群映射，则称群 G 是群6 •的变 換群. 

讨论根据定理 2.1, 群&的 变換群 G 中的元素皆为群 <S 盼 


自同构. 

定理 2. 11设 5 V 为一群，则 S 的所有自同构成为一个群，称 
为汉的自同构群，记为 AutW). 

证明显然，幺映射 e 是一个自同构，故 Aut(S ) 非空.设 
or 在 AutOS) 中，因为 a 为单满映射，所以其逆元素 a_l 存在幷: 

I 

为一单满 映射. 我们只 -证明 cr- 1 是群映射，即知 a^eAutC^)^ 
令\及5 2 为5中的任意*二元素， S 3 及 h 适合下式 

CT 1 C ^ l ) ^ ^3 ^ ^ ~ 

即 0 (^ 3 ) ^ 7 ( 夕 4 ) = 夕 2 ， 

则 ^*3 <7 ( S 3 於 S ‘） = (7 ( S3 〉 * (T (〜） = * 左 2 •故得 

* 

a ' l <* i * s 2 ) = s 3 * s 4 ， 


即 
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a ^( Sl ^ s 2 ) = or - 1 (5 1 )* cr - 1 (5 2 ) # 

故知 a _ ieAut ( S ). 因为运算的合成是适合结合律的，而集合 

Autp ) 的双项运算就足映射的合 成，所 以有结 合律. 综上所述, 
知 Aut (« S ) 为一群. | 

讨论不难石出，任何忠实地作用在群$上的变換群皆可理 
解成 Aut ( S ) 的‘个子群. 

例 15 Aut(Z) = { e ,- e }. 原因 如下： 整数群 Z 仅有两个 
不同的'卜:成元集 {1} 及{-〗}• i.^cT eAut(Z), 则 o *( l )= 1或 

-】，如果 = 则有 

a(n ) 二 a(i + I + ■*• + 1) = cr (]) 十 a(l) + *« + cr(l ) 二 rt ， 

即 <7 为幺 1 央射匕如果 or (】） = - 1 ，则有 

a ⑻二 a(i + 1 -f …十 1) =a(i> + or(i) + …+ a(i) = - n, 

r h 

il|i cr = - 

AuUZj 芍同构.原因 如下：设饥与 n 互素，则存在 
uJeZ ， 使得 + = 对模 n 取剩余类，则得 

a [饥]»» = [1]»， 

这说明中毎个元素皆是的生成元素•反之，设为 
A 的—个生成元素，则必有 aeZ ， 使得 a [ Z ]„ = [ l ] n , 也即有 
teZ , 使得= 1 - K 即/与 n 互素， C 0 n €^：. 显然，映射 

P Cm ] - [ l ] n—[ m ]n 

诱导出 2„的 一个自同构，而且 

P [ml ° P tl ] = ^ [ mJ ] • 

由此不难推出 Aut ( Z ft )$ 同构 • 

例 is 取之 ㊉ 之 ={( fl »: 其中加法的定义如下, 

+ ( c f d ) = (a + c ^ + i ) 4 

f ; 

不难石 出，在这种加法的定义下， 之成为 一群，此群或记为 
Z \ 同样的方法，令口 1 ，(? 2 ，"_,0； |1 皆为群，可定义一个新的辞 


B 4 


= {(及 1 ,沒 2 , …， fl n ): A , l 、 l ， 2 ，“、 n }， 

其双项运算定义为 

( a ,,〜,•••,〜）* (h A , … A ) 

b ■. ■ 

= ( fl ! 关 ， ^2 长办 2 ， …， 〜升 &!!)• 

I 

h 

毕样定义的群 9 _为0* ，…, A 的直积.如果 G 1= Gf * 
« cG n ，则 C ? 也司 f 以写成 G ;. 

； Z % 可以理解成平面上的网格点的集合，有广泛的应用价値 • 

设 creAut ( Z l ). 把 (4:, fl 2 ) 写成列向最 

^ * * ■ 


设 



不难看出 



「 a l b ll + a 2pl2 1 

K 

- & 21 ^ 2^22 ' 


其中 


C 










不难看出 






如果取 p 则有 C 0 - iC 0 = I 2 , 共中为二阶幺矩阵 • 上 

式两端取行列式，得出 

(dct C,-i)(det C a )^l m 
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而此式左端的行列式皆为整数，故只 能等于1或-1， 这种行列式: 

为土】的二阶整数矩阵构成一群，称为二阶的特殊整数线性群， 

记为 SL (2， Z ). 从上面讨论可以看出， Aut ( Z 2 ) 即是 SL (2,2 T >， 

• . 

同法可以得知 Aiu ( Z 。 即是 n 阶的特殊整数线性群 SL ( n , Z ), I . 

上节的定理£6的系，证明了一群 G 的心是 C 的正规子群,. 
而群的心即是使內自同构4为幺映射的元素 P 的集合.根据定 
BI 2.10, 群 G 对其心作商群以后，则忠实地以內自同构作用于 
群 这一商群称为群 G 的內 自同构群， 记为 

在例14及例15中，群 Z , iT n 以及皆是交換群，故其內自 

同构群都是幺群》因此是自同构群的正规子群.一般言之，我 rr 
有如下的定理， 

定理 2. 12 —群 G 的內自同构群 Imi ( G ) 是自同构群 Am ( G > 
的正规子群. 

证明设办为的任意二元素，^。为仏引生的內自同 
构， or 为 Aut ( G ) 的任意元素，则有 

cr 0 。 a- 1 ^) = ^ ^(^z) l ) 

= a (没 1) *没2* " ^ cf<a 

, 

故 a 。。 a - ieInn ( C ?) •所以 Inn ((7) 是 Aut ( G ) 的正规子群 • t 

习 題 

1. 令 G = 276 Z , 证明 Aut ( G ) 年 Imi ( G ). 

2. 证明 AutC ^ g ) = InniS ^^ S ^ 

3. 试确定 Aut ( Q ), 

4. 试找出复整数加群的自同构群. 

5. 设(^士 ㊉ 仏 ㊉ … ㊉ 仏，其中<^为 P 。 阶循环群 ( p * 
均为素数，且化 年 Pi(i 年 /))• 求 o ( Aut ( G )), 

6. 找出 Aut ( Z/nZ ㊉ Z / mZ ), 其中（爪，；0 = (1). 




7. 设 G 的阶是 25, G 不是循环群 • 确定 Aut ( G ), 

8. 设 G 为 r 个 p 阶循环群的直积，证明 : 

o ( Aut ( C » = ( p r 7l )( P r - p )...( P r 

9. 令 G 为四元数群(畚考 § i 习题 7). 试确定 Aut ( G > # ! 

1 

10. 设 ot 为群 G 的自同构， C 为 C 的心. 如果 

x -» a ( x)ec < v ^ eG ), 

* ^ 

则称 a 为 G 的中心自同构， 证朋 

(1) G 的所有中心自同构成群； 

(2) 中心自同构群含于內自同构群 | 

( 3 ) 中心自同构群与 eye 的中心同构， 

J 

| ■ _ 

I 

I 

§6 P 群及西洛定理 

在本市內，我们将硏究有限群的內部是否含有某些阶数的子 
群以及其可能有多少个 # 

令一群 G 以內自同构作用于群 G 上，则群 G 被划分成一些 
分离的共扼类，即轨道.于是我们得到下述的共轭类方程式 

o ( G ) =2( 共轭类的基数). 

定理 2. 13设群 G 为一个 “ p 群”，即基数 o ( G ) 为 〆 的群, 
此处 p 为一个确定的素数， n 为正整数，则 <7的心不是幺群， 
证明设 C 为 (7 的任一共轭类， geC . 由定理2,5,有 

C 的基数 = [ G : Stab (5)], 

故 C 的基数是 o ( G ) 的因数，而 0 ( G ) = p % 故得 

c 的基数 = p % 0 

的幺元构成的子集 {〃} 显然是一个共轭类，即存在一个共轭类 
的基数为 U 现注意共轭类方程式的两边，其左边被 P 整除，右 
边为形如/^的攻之和，而这些数中已经有一个数为1，故右边至 
少还应出现 P -1 个 U 任取其中一个1,它所对应的共轭类是幺 
集 {5 K 显然，£?乓〃，幷且0在群 G 的心中 . | 
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定理 ？ J 4 设群 G 为一 p 群， o ( G ) = p \ 则存在一系列的 
乎群 &(*• = 0,1, …, ”)，其中是 C ^ +1 的疋规子群，即 

G = > •“ [>G| +1 ^C7| [> ••• = {e}, 

而且每个商群 Gi ^/ Gt 都是 p 阶循 环群. 

证明令 C 为 G 的心，根据上面的定理知 C 不是幺群•设 

没为 C 中一 个亦幺 元素，（^为没生成的子祥.由于 

| o ( C ), - 

故^的阶数必形如 P "( m > l ). 令 GV =< V m - l > •不难看出 ， G 
是 G 的 p 阶正规子群. 

下面我们用归纳法 • 如果 o ( G ) = pi , 则取（? 1= ：(；即可•设 
此定理对阶数为 P ”- 1 的群皆成立，按照上面的讨论，知有一 p 
阶正规子群 令 G 、 G / G l9 则 o ( G *)= p "-\ 依照归纳法假 
设，在 G •中存在一系列子群0了，如 下图： 

G 

I 

C 

y 

G/G^ = C* = … G: [>••• = {e} 

*■ 

其中扣是 G 到商群 G / A 的典型映射 • 取 G ; 在 k 下的象源，记 
为 G itu 根据定理2.7,我们知道 A 皆是 G f + I 的正规子群•于 
是得出 

G = G* n [> G n ..j [> ••• [> G ^ + | [> ••• [> G | OGq = 

显然， G + 1 / h 皆为 P 阶循环群 . 丨 

讨论 1) 此定理中的一系列子群称为“合成群列”，其详 
情见下节. 

2) 在“域沦”中本定理有应用价膾，详情见第五章 • ， 

3) 显然有 0((^) = p 1, …， 《)• 

4) 同法可以证明，如果 o ( G )= p "， 则存在一系列的正规子 
群 G ， 使得 
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这种群即所谓的幂零 群. 详情清参考群论的专著 • I 
以下我们将证明三个“西洛定理”. 

I 

定理2, 15( 第一西洛定理）设群 G 的阶数为 o(C> = mp’ 

, -■ ■ 

某中 p 为素数， p i m •则 g 有一个阶数为〆的 r •群" • 

.证明令 s 为 c 中基数为 p" 的子集的集合，即 

Sz = { s ; sczG , S 的基数为〆 }_ 

令群 G 从左侧作用在 S 上 ，即 

y(s) = {g~^r9 / • S ,/ 6 s }* 

则 g 是集合 is 上的变換群. 

— i 

&的基数= ( 

4. 

mp n ( mp n - l)*“(mp w - 0".( m P” 一 p，+ 1) 

■- ~ - _ _ — ■■- — A — _■ —^— — — ■■■■ —■■-— ■ -—— ■ ■ - 

一 p n {p n — i)*“l • 

在上式的*端，考虑 

』 ■ 1 

mp n - 1 

p" - ! • 

不难看出，此分数的分母及分子中的 p 的因子恰好抵消， 于是靜 
知&的基数不被 p 整除.又有 

5 •的 基数= SO &道的基数）， 

于是必有一轨道的基数不被 P 整除. 记此轨道为设 S 为 C 中 
一元素，令 H = Sul)(s )， 我们将证 o(H)=p”. 根据定理 2.5 ， 有 

C 的基数 = [C : Stal)( S )]=[G : H ]， 

又有 o(C)=[G:H] • o(H). 

由上面二式知 PNoC //)， 于是有 o(H)>p". 又对 s 中任一元素 
Q 而;:?，苻 "(5) = { h ^ g \ AeH}C：s •故 

o(H) = HOO 的基数的基数= 〆 • 

于足 丨 

讨论此 定理证 明了叫阶群必有 P " 阶 子群. 凡是 
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这种 〆 阶子舴，皆称为西洛 P 子群 • 

定理 2.16( 第二西洛定理）设 G 为有限群.则在內自同构 
作用下， G 的所有西洛 p 子群皆属于同一轨道.換言之，西洛 P 
子群皆共轭. 

证明设 o ( G )= mp % 其中 4 m . 设 H 为一个西洛 P 子 
群•令汉= { g ^ H . g ^ H , ...* H } 为 G 对 H 的陪集之 集合. 

其中有一个陪集是 H , 不妨假设如令 G 自左侧作用 

在&上，不难看出，此时只有一条轨道，即$自身 • 由此即知 
[ G : Stab (〜 并 Jf )] = 5 1 的基数=饥， V » = 1,2, 

所以 o ( St a I ) (仍关//))= 〆 •又由 

知 gi ^ H ^ g -^ czStabigi ^ H ), 

而仍* H 关的基数也是 〆 ，故有 

关 H 关 gi 1 = Stab (5 j * H ), V : = 1,2, •",«*• 

现在我们任取一西洛 P 子群只考虑子群///在$上的 
作用，则在此缩小了的作用之下，$又被重新划分成一些轨道， 
于是有 

m = 5 的基数= 2( 轨道的基数)， 

因为 m 不被 p 整除，故必有某轨道的基数不被 P 整除.记此轨 
道为 C , 设仍并 H 为 C 中一元素，则有 

C 的基数=:(在作用下 g ^ H 的稳定群)] • 

故 C 的基数又必是 p 的方幂，所以 C 的基数必为 1. 这意味着 

//，匚 Stab(A*//) 

〈这 里的 Stab (& 关 //) 是在 C 作用下&关//的稳定 群)， 而两者 
的基数相同，故 

H f = Stab (仍兴 //)• 

:结合前面证出的结果，即有 

=g t ^H^g~ i \ | 

定理 2.17( 第三西洛定理）设 o ( G ) = mp ”， 其中 P 为素数, 
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Pim . 令 r 为西洛 p 子群的个数，则有 

1) r \ m t 

2) rsl(mod p) # 

证明 1 ) 令开为一个西洛 P 子群. 设在 G 以內自同构作甩 

下 H 的轨道为 7 "，即 

T e = 1 : g t 

根据第二西洛定理， F 的基数即为 G 按照定理 2 . 5 , 

r _ 

r = [G ： Stab<//)] # 

又显然有丑 〔 Stab(H), 故有 r |[G:if]= ： m. 

2 ) 如第二西洛定理的证明，令 H 为一西洛 p 子群， 

_ • . • 

S = { di 关 H , g 2 * H , 

令 G 自左侧作用在 S 上.在第二西洛定理的证明中已有 

^ % 

如 果仏关 以关 P 7 1 是好的稳定群，则 

■ 

即 ( 57 1 * 5 j = 57 1 * ffi 

亦即//是 P 7 1 关心长丑的稳定群，反之也对，于是，如果 H 是& 

^ ■ ， 

中弋个元素取 1 ， 2 ,…， m 中 fc 个数)的稳定群，则 
务 07 1 也是$中&个元素仍 X A 关 H 的稳定群.按照稳定群的异 
同将$的元素分类，则共有 r 类，每类中有 ft 个元素，故 

M 

m = r / c , 

再考虑 H 自左侧作用在 S 上.在这种缩小了的作用下 ，& 
被分成许多轨道_自然有 

w = s 的基数 = 2( 轨道的基数) • 

而且根据定理 2 . 5 ,有 

并 H 所在轨道的基数 = [ H : 仍并 / f 在 H 中的稳定群] 

= P * (0 ^<7 

注意到这些轨道中有&个是幺集，故有 

rfc= m = t + op=t(mod p). 





賴 Pim ， fijcpifi, 从上式两端消去 /c ， 即有 


r^=l(mod p) # I 


习 理 

1. 设 G 为有限群， P 为 G 的一个西洛 p 子群，证 
明 PAT/iV 是 G/AT 的西洛 p 子群. 

2. 设 G 为有限群， PSG 的一个西洛 p 子群，证明 

(1) P 在 WCP) 中的共轭子集只有一个 | 

( 2 ) N(P)=N(N(P)y, 

其中表示 P 的正规化子(见§ 3习题 4). 

3. 设 G 是有限群， HCG , 证明 H 的西洛 p 子群必然形如 
^ r \ H 9 此处 i 是 G 的一个西 洛;)子群. 

4. 证明阶为15,35, 77的群必然是循 环群， 

5. 设比7为两个素数， P<〜 且4羊 l(modp). 证明阶为 
VQ 的群必是循环群. 

6. 设 P 为素数•证明廠为 P 2 的群必是交換群， 

7. 设 G 的阶为100, ffi 明 G 中必有“个阶为25的正规子 

群. 

8. 设 G 的阶为168, G 中有多少个阶为7的元素? 

9. 设 P 为素数•证明 2P 阶群或是循环群，或与正 p 边形 
的对称群(即所谓“二面体群” （difaedrai group))D p 同构 • 

10. 设 n 是 奇数. 证明阶为 2n 的群必含有；!阶子群 4 

11. 找出&的所有西洛2子豨及西洛3子群 • 

12. 写出所有互不同构的8阶群. 

13. 证明30阶群必非单群(单群即不含有非 平凡的 正规了-群 
的群) • 

14. 设 P, 4为素数.证明阶群必非单群. 

15. 证明阶数小于60的单群的阶必为素数. 
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§7 若当-荷 德定璁 

■ 

在上节的定理 2. 14中，我们证明在 P 群中有一系列的子群 

G o A = {疗} • 

这一系列子群有很 S 要的 意义. 就群论本身而言，这些子群将提 
示我们构造群 G 的方法；就群论的应用而言，这些子群将帮助 
我们利用•来逐步简化某些现象.关于前者_，请读者参考群论 
的专著；关于后者，请参看本书第五载“域论”中的伽罗瓦理 

论. 

定义 2. 18设 G 为一群. C 中的一系列子群 

l / T ) 

G = … **• [>C 0 =： {e} 

- ■ 

(其中 G 为 G i +1 的正规子群，且不等于 G i + 1 ) 称为 G 的正规群 
列.集合 

{^i+i/^i* * = 0,1, •••, n - 1} 

称为这+正规群列的商群集.如果另有一个正规群列 

GsGUoGldO … [>G5 = {e} 

具冇如下的性质：每一个 G 皆在第二个正规群列中出现，则称 
第二个正规群列是第一个正规群列的细化.如果一个正规群列除 
其本身之外再无其它的细化，则称为合成群列. 

例 1 S 在上节定理 2. 14中的 P 群的正规群列 

I 

0 = G fl [> G n _ 1 [>*-[> G a = { e } 

•+ 

(其中 o ( G ^ +1 / G f ) = p , V *’ = 0， l ，_"， n -1) 是一个合成群列.其 
理由如下： 

设在 G i + I 与 G 之间能插入一个 G i+1 的正规子群考虑 
C i +1 到 G ^/ Gi 的典型映射《，则 k ( H ) 必为 G i + l / Gi 的子群. 
而 o ( G f + :/ G f ) 为素数 p ， 所以 o ( k ( H )) 为1或 P , 也即 为幺 
群或整个群 G iJr '/ G “ 由此得出 H 为心或 G i + 1 , 故 G i +1 与 G * 
之 N 不能插入 C i + I 的 ft - 何异于 A 和 G : + l 的正规子群. 
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取如此构造出来的两个合成群列，则其商群集皆邑 n 个阶数 
为 P 的群的集合 • 于是这两个商群集从柚象的观点来说是、完全一 
样的 • 对一般的群，同样的结论也是成 立的. 这就是以下^的定理 


2 . 2 0(通称为若当-荷德定理) • 

另外，我们考虑 G = 2/6Z 的 加法群 .G 有两个非平凡的子群 

^2 = 2Z/qZ, G 3 = 32/62, 

不难看出， G 有下列三个正规群列 

0 帅 }, G>G 2 >{e}, G>G s [>{€} 0 

而且后两个是合成群列 # 其商群集分别是 

{ G / G 2 , G 2 /{ e }}, { G / G , f G 3 /{ e}} 9 

亦即 

{Z/2Z, 2Z/6Z } 9 {Z/zZ f 3Z/6Z} • 

不难看出々 2 之与 3 之/6之同构， 2Z/6Z 与 Z/3Z 同构. 也即 
这两个商群集之间有一个单滿映射，使相对应的商群互为同构 . | 
在讨论若当-荷德定理之前，我们先证明群映射的第二同构 
定理及第三同构定理 • 第一同构定理即§ 4中的定理 2.9. 

定理 2.18( 第二同构定理） 设 H 为群 G 的子群， AT 为 G? 的 
正规子群.则 


1) 为 H 的正规子群； 

2) 丑 并 iV= W} 为 G 的子群, 

3) iV 为 H 关 TV 的正规子群•令 p 为由到 H/HfliV 
的自然映射，其定义 如下： 


P(h 关 n 关 N) = h^r(H f]N) f 

则 P 为同构， 

证明； 1) f ] N ， 故 H f ] N 非空 .设有 a , ，则 

有 


故 a 关卜 leHfliV , 即知 卜 为一子 群. 令 H 以內自同构作用 
于 C 上，则 iV 及 H 皆为不变子集，故两者的交集 //f]7V 也为不 
变子集 • 于是尺 fliV 为 H 的正规子群 • 
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2) 故非空 _ 设关 N , 即有/^ ，心 

eH ， n Kf n 2 ^ N t 使得 

a-h x ^n u b 二 h z ^n 2 . 

于是 ， 


a 兴 6— 】 = (、关〜）兴 （ ft 2 兴 n 2 ) 一 1 

^ h x ^ h ^ 1 ^ rh ^ 2 l ) f 

而 w 为 g 的正规子群，故上式右端括号中的元素在 w 中， 即; 
a * 〆 1 在丹兴 W 中，所以为一子群. 

3) 〜自然是幵的子群 • W 为 G 的正规子群，即在 G 
的內自同构作用下 iV 为不变子集，自然在 H 关 W 的內自同构作 
用下也是不变子集，所以 W 是丑兴"的正规子群 • 

以上是证明/>为同构的准备工作.下面我们首先要证明 p 的 
定义是有意义的 # 设 

h i ^ n l -^N = h 2 ^ n 2 ^ N , 

即关 TV , 也即 Ar 1 关 A 2 GA ^ 显然心 1 脊心6以，故有 

k' 1 关 h 2 eH[]N ， 

即 f]Ny = h 2 * ( H [] N )• 

这就说明了 P 的定义是有意 义的. 

易于证出 P 是群映射，事实上 

= P (( h l ^^)^ r ( h 2 ^ N )) 

= 〆 \ 兴 A 2 * iV ) = \ 关 A 2 兴 （// 门 iV ) 

= &*(// 门 iV )* A 2 *(// niV ) 

= Kh 1 ^ r ti l 关 JV) *p(ft 2 *n 2 *JV). 

我 fl 7 再证 P 是一单射，设 = p (/ i 2 * n 2 ^ iV ), 贝史 
冇 


即 


hi 1 ^rh 2 ^H f]NczN y h l ^ r N = h 2 ^N t 
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j . 即有 \ 并 〜*iV = A 2 务 7i 2 并 AT. 

最后我们证明 P 是一 满射. 事实上，设 A -; f ( HnAO 是奸对 
HflN 的任一陪集，则 A 关 W 即是它的一个象源. 

综上可鈿0为一同构 . | 

定理 2.19( 第三同构定理） 设孖^及/^为群 G 的子群 ，义为 
A 的正规子群，〜 2 为尺 2 的] H 规子群.则 

1) \ ( 仏门以 2 )为\ * (巧 fl 仏）的正规子群， * ( W 2 门 

的正规子群； 

3) 以上的三个商群 

h ^/ n , * (仏 n n 2 )， 

^ 2 -x-(^ 2 n ^ 1 )/^ 2 * (^ 2 n^i> 

/ 

皆同构. 

证明 1) 由于足 门乂及圪门圮皆是圮的+群，而 
的正规子群，由前一定理，知'矢 （ AflM ) 及 
皆为 Hi 的子群 # 令 

a = n l ^ heN l ^ iH i f ] H 2 ), 

%为^引生的內自同构.注意到 n 八"*是 n 只2的正规子群， 
即知 

raC^i-X-C^n^)) 

= n ! 关 AT : (/^ pj N ^〉 於 长”了 1 
=ti 1 J ^r jVj * ft 并 （// t 门 N2 ) 关 k 一 1 *Jf n 
= N 1 ^r(H 1 f]N 2 )^rh^rh- 1 ^n~ l 
=(% f | iV 2 ) 并 n ^. 

对子/ ^ 门 N 2 中的任意元素 m ， 总有一相应的使得 

m^rn\ l - n 3 -^-m 


< 这因为 的正规子群， 而 meH :)， 故 



own 乂)* K 1 

={ n ^ fn -^ nj 1 ： n ^ N l9 

={n^nj-Jfm: ne^i, me^ifl^} 

={Hj -X- m ： n ^ A/"j, m = Wi 普 （以 1 A W2)* 

所以' - x - ( h , n w 2 ) 是关（丑 i n w 2 ) 的正规子群 • 同样可证〜 2 * 

</-/ 2 n ^ i ) 是 a * (尺 2 n 乂）的正规子群. 

2 > 由 a n 八％及 a n 乂皆为只 1 n 付 2 的正规子群，不难导出 
</•/〖 nw 2 > 兴 (/-/ 2 n %)是 a ( VA 的正规子群， 

3) 我们 定义一个山 

的:决射 p . 对于 fee /^ n ^2> ^ 

p(n, 4C- /：) = /i -?f (H, n A r 2 ) -X- (H 2 n iV,). 

首先，我们要证明 P 的定义造冇意义的 • 设圮关 V = n r ) a ， 则 

h\ 於 /i— 1 = (n[y 1 ^ri 1 e^i(]C^ir\ H 2> 

=八\ n h 2 c =(/ !门 w 2 ) 关 （ h 2 n n x ), 

即 M 与 a 属于(/•/ 1 门" 2 )*(丹 2 门％)的同一个陪集，故有 

p ( n / r ^ A / ) = P ( n 1 * A ), 

故 P 的定义是有意义的/ 

其次，我们要证明 P 是一个群映射 • 设又有 

Sj ^ ATj, 'h ^ Hj f] H 2 i 

W 苻 ' 

- h ^ n^r ( H { fl A /" 2 ) -)f ( i / 2 n ^ l ) 

: = 九关 （/^ n n 2 ) 兴 （ h 2 n N . y ^ HH , n n 2 ) 

*(" 2 n 為） 

= p ( n 2 * 九） * /> (否 i * 五）， 

共中 t 是中的元素，满足故 P 为群映射* 

我们再证明 P 的梭为^*(4(1乂).容易看出 

ker ( p ) ZDN 1 *(// i n ^2>. 
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反之，设〜 * Aekerp ， 

d 

pc^i * =a * (Hj n n 2 > * (// 2 n a^!> 

= ( Hi D ^*2) 并 （^2 门 Ni ), 

也即 AeaArvvDMAnM ). 于是 

A = Aj -)f &2» 

其中 eP ) N 2 ， h ^ sK ^ NtCZNi •故 

a e (^ n n 2 ) 碼 =\ * ( 坧门 ; v 2 ) • 

显然 p 是满射.根据第一同构定理(定理 2.9) 的系，我们得知商 
群 

^ in ^2/(^ in ^ 2 )*(^ 2 n ^) 

同构.同法可证 

仏 rv ， （AnMmArw 

同构 . 1 

现在我们回到若当-荷德定理的本文， 

定理2 . 20 (若当-荷徳定理）设群 G 有一合成群列，则 C ? 的任 
意两个合成群列的商群集之间有一个单满映射，使相对应的商群 
为同构的. 

讨论如果 G 为有限群，则 G 显然有合成群列.如果毎一个 

正规群列皆可细化成合成群列，则本定理等同于下面的定理•在 

一般情形下，本定理皆可由下面的定理导出.因此我们先证明下 

面的定理，再回过头来讨论定理 2. 20, 

定理 2. 21 (许来尔定理）群 G 的任意两个正规群列皆可以细 

化，使细化后的两个正规群列的商群集之间有一个单满映射，而 

相对应的商群为同构的. 

证明设此两个正规群列为 

G = G n i>G n _ 1 [> … opj 〉 •••(>G 0 = {c}, 

G = G^O.G^O ••*p>G^ |> •••oGJ, = {e} # 

■ 
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令 


*( qn g f ) 

0 = 1 , 2 , …, n, J = 1 / 2 ，“* ,m). 

则可以排成下列两个 矩阵： 

■ G nm G n y ••• ^no 

i f m i f m—l •“ l y o 


及 


^Om f m—l 


w* 




Gi, lfn G f m 

M 一 1 f 71 fn 


一 1 ? ft 一 1 


• •• 




G ；, 



*d 


请注意每个矩阵的第一列与最后一列的关系 


G 





及 G' n ; G f f +i,o* 

按照第三同构定理(定理 2. 19)，上面两个矩阵的每一行中后面的 
子群是前一个子群的正规子群，即 

G， n> G， , fi-ip 


幷且二商群 

，与 G^/Gr,^ 

同构，如果我们把这两个矩阵都一行一行地排成一长列，幷且把 
相同子群抛去(即把商群集中的幺群抛去)，则分别得出原来的两 
个正规群列的细化.而上面已给出了两个商群集之间的一个单满 
缺射，使相应的商群同构 .J 

讨论 1) 我们用许来尔定理(定理 2.21) 推导若当-荷德定理 
<定理 2.20): 设群 G 有两个合成群列，则此二合成群列皆是正规 
群列，而且除本身外再无进一步的细化.于是按照许来尔定理， 
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此二合成 p 列的商群集之间有一单满映射，使相应的商群为同构 

的. 

2 ) —般言之，一个群 G 幷不一定有合成群列.例如取 Z 中的 
任意的正规群列 

^ … pGjOG。 = {0} , 

则在 G 与 C 。 之间总可以插入2乂 . 

定义 2.19 如果群 G 除了幺群及 G 本身之外，沒有其它的正 
规子群，则称 G 为单群. 

引理 1群 C 的一正规群列是合成群列的充要条件，是其商 
群集为单群的集合. 

j 

证明设此正规群列为 

G = … ••• t>G 0 = {e} # 

由第一同构定理， C ? i+1 与心之间不能插入另一正规子群的充要条 
件是 q + jGi 除了幺群及其本身外无其它的正规子群，即(^ +1 /心 
为单群 • I 

引理 2如果群 G 有一合成群列，则 G 的任意正规群列皆可 
细化成合成 群列. 

证明 根据定理 2. 21,此一正规群列可以细化成一个新的正 
规群列，使其商群集与已给的合成群列的商群集之间有一个对应 
关系.于是此二商群集都是单群的集合，根据上面的引理1，此 
一新的正规群列是合成群列 . 丨 

定义 2.20 如果一个群 G 有合成群列，则群 G 的长度 定义为 
其合成群列中子群的个数戚1,即其商群集的基数,记为 KC ?) # 
定义 2. 21如果群 G 有一个正规群列，其商群集为 交換群 
集， 则此群称为 可解群 • • 

关于可解群，我们有下面的定理 •. 

定理 2.22 设 H 是群 G 的正规子群，则 C ； 是可解群反 
G / H 都是可 解群. 

证明应用定理 2. 21,正规群列可以细化^ 
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成 


^ ~ G . n _ 1 (> '-oGj = //〉•••>{<?}， 

使共商群拧为交換群.根据第一同构定理 ，不 

⑴ ( G j/^)/(Gj^ 1 /H)^Gj/Gj_ lr j - n,n - 1 , ••• J + 1 . 

故以下二正规群列 

( 2 ) H = j> i> {e} , 

( 3 ) G/H = G n /H[>G n _ 1 /H[> »^[>G = {e} 

的商群皆为交換群，即 H 与 G / H 均为可解群. 

^=. 若已给定正规群列 ( 2 ) 及 ( 3 ), 其商群皆为交換群， m 
立即得到 G 的正规群列 


0 — G n ^G n _ l [> … [>G f = H[>C7, • 一】 [> •••]>{<?} , 

根据 (1) 式，知此正规群列的商群皆为交換群，即 G 为可 解群. ( 


习 



1. 利用若当-荷德定理讨论 Z/nZ 的合成群列，幷由此导出_ 
算术基本定理，即整数分解成素数乘积的存在性和唯一性， 

2. 设群 C 有一正规循钚子群 H ， 且 G / H 是循环群，那么 G 
是否必然是循环群？ 

3. 找出二面体鮮 A 的所有合成群列（参考§ 6 习题 9 )« 

4. 找出&的所冇合成群列. 

5. 找出三 维实空间的所有有限旋转群的合成群列， 

6. 设 P, 7为素数.证明内阶群必为可解群二 

■ 

7. 设 G 为 825 阶群，证明 G 为可解群， 

8. 证明可解群的任一子群皆为可解群， 

9. 证明 G 为可解群令今 G 的合成群列 

G = G n [>G n _ l p> •••£>G ! 0 = {e} 

具 Att 质： Gi / G ^, 为素数阶循环群 （ V I = l,2,”.，n). 

10,参考§3习题9 .令 
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G n : iG r y ， G< 3 > =(G〃） 人…， 

G< n > = (G< n_1 > 

G ⑴称为 G 的第； 导群 •证明 

' G 是可解群对某个 fc > l ， 

§ 8对称群& 

在§ 1的例2、§ 4的例12及例13中，我们讨论了 n 个数字 
的集合 {1,2 ，…, n } 的对称群 S n . 与定理 2. 11相联系的，我们有如 
下的引理(参考定理 2. 11后的讨论). 

引理 1任何忠实地作用在集合〜= {1,2 ，…， n } 上的变換群 
G 皆可理解成5^的子群.详言之，即有一群单射 

P： G ^ S nf 

使得 

5(0 =p(5)(o, 

证明 已知 P 作用在 iV 上是一个单满映射，而 •^为 iV 到/ V 的 
单满映射的集合，就取此单满映射为 〆 的.其佘读者自证 • I 
系 设一有限群 G 的阶为 n ， 则有一群单射 

P'<- 

即 G 可以理解为&的子群 • 

定理 2. 23群之是由 {(1,2),(1,3),“_,(1，)}生成的. 

证明如果《 = 1，则* V 是幺群，由空集生成.如果 n = 显 

然 A 是由 {(1,2)} 生成的 • 用数学归纳法，设是由{(1，2)， 
〈1，3)， …， （1 - 1)} 生 成的. 令则有两种可能： P ( n ) = 
n 或 = 若 p ( n )= n ， 即 p 不变动 n ， 则 P 可视为 {1 ，2, •“， 

«-1}上的变換，也即/>可视为的元素 • 根据数学归纳法 ， P 

可由{(1，2),(1,3),."，（1,口-1)}生成.若 = 令 

即 (1,0-^(1, n )* cr . 
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显然， 

* 

G(n) = (1,打）关 （1,0 并/>00 

= (l,n)*(l,i)(i) = (l,n)(l) =n, 

< f 

故 a 可由 {(1,2),(1,3),."(Ln-l)} 生成，于是 P 可被 {(1，2), 

( 1 ， 3 )广*，（ 1 ，/ 0 }生成.| 

在例12中，我们已经证明了 IimO ^) 即以下我们有关于 
AutOS^) 的定理 • 

定理 2.24 设 n#6， 贝 IJ 有 AutOS^hlimOS^〉， 而 

[ Aut (5 , e )： Inn (5 , fl )]^2. 

(实 际上， 上面的不等式是等式，即 A 有 一 非內自同构的自同构， 
不过其构造方法比较复杂，所以略去不 ） 

证明》= 1，2的情形是很简单的，，所以略去.我们以下讨论 
的情形 • 为了眉目淸晰起见，我们分成以下 几条： 

d 

■ 

1) 令0^心， Orl)(or) 表示共轭类， Spo •在 hmO?) 作用下的 

轨道 • 设开 eAut (5 fl ), 如沉 ( cOGOrl ^ q )， 则开把 Orb ((?) 的元 

素完全映射入 OrbCorD. 证明 如下： 

设/为 Orlj(or) 中的任意元素，则有 

# 

=兀 （ P ) 兴兀 （ ff ) 兴 

即此元素与兀 (or) 共轭，也即在 Orl^crj 中. 

2) 如一自同构兀把 OrlKo*!) 映入 Orl)((r 2 )， 则兀的逆自同构 
JT-1 把 0rb(cr 2 > 映入 Orbd). jt 与兀-^皆为单射，故知 Orh^)# 
Orb(a 2 ) 的基数相同. 


3) 易于看出， 


a n = e 7r(<7) n = e 9 

/r(CT) 低二 e cr m = 7T 一 1 (jt(ct)〉 w =： e 

暑 

于是在同构的作用下，一元素的阶是不变的 • 

考虑心中二阶元素的集合，这是 Inii (5；) 作用下的一个不变 
集合 • 这个不变集合又是(^^^的幷集，~的定义如下， 
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s i = (1,2)(3,4)*”(2 i -1,20. 

自然，此处丨受了的限制（參见例 12), 

4 ) Odd ) 的基数是仟么？在 i 个括号中排入 n 个数字{1， 

2 , …， n } 中的个，幷且允许同一括号中的两个数字调換，也允 
许括号互換，因而 OrbGj 的基数为 . 

n l 

n(n - 2t + 1) 

U 2 7 • 

于是可知 ， a Orb (^) 与 Orb (心）的基数相岗时，则有 Ul 或 
打= 6， 1 = 3. 根据以上的讨论，一个自 同构兀 必然把04(5 1 )映 
入 OrbA ), 或在《 = 6时，把 Orb (心) 映入 Ori )(<5 3 ). 

5) 欲证如 P : Orb ^)— Orfc ( A )， 则 /(? 必为心的一个內自同 
构. 如此，则知在时， Aat (5 , n )= rlnn (6 , n >^6 , n# 

设！年2.因为 （1,2)(1,0(1,2) = (2,0， 故 ^ 

P (1,2) P (1 / 0 p (1,2)- P (2/0. ， 

伹 〆 1力年 P (2,0, 所以/ >(1，2)与 p ( l ,;) 的轨道式中必有一典同 
的数，令此数为设另一数则不难证出 p ( l /) 的轨遺 
式中也必有此数 1 P , 同法可以求出 2 P ，…, n p , 于是有 〆 (，/) = 
( G ，/ p ). 根据定理 2.23; {(1,2),(1,3)，“,(1,70}是心的生成 
元集 • 由此不难证出 

/ >((*， …） 兴… *</,"•>) = d , •“）并•“并 （/#>,•")• 

参照例 I 2 ，可知 P 是 Sn 的一 ■■內 自同构 • 

6) 考执. 取 AuKA ) 的任意两个把 0 rfc (\> 映入0化( 5 3 )的 
元素 P〆 . 则有 

p-^5 ： OrbCD^Orb ^)， 

也即 P 与 a 厲于 AutOS ^) 对 InnCA ) 的同一 陪集. 故有 

[ Aut (5 3 ) : Inn (- S fl )]<2. | 

以下的讨论，除別群论本身有意义外，幷对域论的 | 加罗瓦理 
论有应用价 

定义 2. 22令 X ,， X 2 ，… 〆 个变数， 
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/= n (a - 

n>i> j>\ 

设0^心， cr 作用于 / 如下： 

erf = JJ i^C a to - (j> )• 

« > I > ; > 1 

如果 a / = /, 则称 cr 为偁变換.如果 cr /=-/， 则称 a 为奇变換* 
不难看出，'^的一元素心如非奇变換，则必是偶变換 •幷 
且奋偶性遵守以下的规则： 

(奇变換)* (奇变換）=(偶变換)， 

(奇变換）* (偶变換）=(奇变換)， 

(偁变換）* (奇变換）=(奇变換)， 

( 偶变換）* (偶变換) = (偶变換\ 

于是奇变換的逆元素为奇变換，偶变換的逆元素为偶变換 • 我们 
有如下之定理， 

定理 2.25 的所有偶变換构成一子群称为交代群 • 

LS n ： A n -] = 2 . 4„是5^的正规子群. - 

证明 € GA n , 所以非空 • 如 P 及<7在中，则及 p 关 
cr - 1皆在屯中.故4„是一子群. 

显然， （„ — 1 ,„)是一奇 变換. 令 cz 为任意奇变換，则 （n - 1, 
为一偶变換，即在/„中*于是 ct €( n - l ， n )* A n ， 故得 

[^ ： A n ] = 2. 

令 aeS n ， 则有〜（\)=<2兴4关01-1为偶变換的集合*于是 
有 hCAdcAw 所以是正规子群 . | 

根据上定理， Sft 中有一正规群列而且 
是一 单群. 欲将此正规群列细化成的一合成群列，则不外乎 
构造的一合成 群列. 我们先证一引理， 

引理2 /^是肜如(1，/汰）的元素生成的 • 

证明次与幺群， A 3 = { e ，（ i , 2 , 3 ),(3, 2 , l )}. 显然此 
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引理成 立， 设其 i 正明与定理 2. 23的 证明很近似. 设 
则有两种可能 

f n , 

<7(n) = ' 


在第一种情形，0 •可以 理解成內的元素，按照数学归纳法， 
灯可由形如 ( i ，/，&) 的元素累次运算 得出. 在第二种情形，令 

P = GV ,n ) 关 cr , or = (n 

•则有 p ( rO =«. 于是归还成第一种情形 • I 

定理 2. 26除 n = 4 外， A „ 皆单群 • 

证明奂皆幺群， A 3 = { e ,( l ,2,3),( l ，3,2)}, 其阶数是 
素数 3. 因此除去幺群及本身外，无任何字群，自然是一单群. 

以下我们假设设〜为乂《之一非幺群的正规子群.欲 
证〜= 4^按照上面的引理，只要证明形如 O A ) 的元素皆在 
W 中便足够了. 

令 P 为 iV 之非幺元素中其非幺轨道式的幷集为最小者，換言 
之， P 变动的数字最少，我们首先证明 P 的轨道式必为之 

形. 

如果 P 的非幺轨道的基数不同，如下式： 

P = C fl i 

设爪</, 则 〆 •不 变动屮，…， 而且非幺元.这是不可能的.令 
P 的非幺轨道的共同基数是 m , 即 

P= («i,***, a m)Ol ， ••• /m) … （ d l , ••• 

这有两种可能： m >3 或 m = 2* 在第一种情形下，如 m >3 或有两 
个以上的非幺轨道，则可得出一矛盾如下：令 

0* = (flj P * X * C ^ l ，％〉1 = C ^2 y 1 ，•••.）（•••） …， 

则有 七） = 屮， o •关 p 年 e . 即 cr 兴 /) 变动的数字更少，所以是 
不可能的.于是在第一种情形下， f > = ( a lt a 2 f a 3 ) 9 在第二种情形 
下， P 可以写成 

i 

P ^ (^i / *•• (^2r— 1 ， p2r). 


106 



又可分为两类来讨论：或/ *==2. 若『>3，令 

― (夕 2，〜）（^*1，心 ）（^'5，^6)*“（^ > 2 r — l i ^2 t ') • 

则有 a 关因此 cr 关 p 变动的数字更少，所以不 
可能 • 我们仅剩下 r = 2需要考虑了 • 因为所以必有一数宇 
4•令 

C = C^i ? ^2 > "^" P (^1 > ^2 ; ^ 5 ) ^ ~ C^2 ; ^ 5 ) C^8 > ^ 4 ) f 

则有 c 兴/>= (<? i ， c 5 ， c 2 ), 因此 cr * p 变动的数字更少,所以不可能. 

综上所述，我们已证得 W 中有一形如(《_，;‘乂)的元素，不妨 
假定此元素即（1，2,3).取任意的(年/，〖,/年1,2,3，则有 

( l , i ,；)*( l ,2,3)- X -( l,*,；')~ l = (*,2,3), 

即不动 （1,2,3) 中之2及3，可以把1換成丨.同法可把2換成 
/，3換成于是 iV 中有所有形如 ( i ， y ,/ c ) 的元素 . | 

系 如〃年4，则是 A 的合成群列. 

“可解群”的槪念来自用根式“解”代数方程.详情见伽罗 
瓦理论，下面这个定理是证明五次与更高次方程式不能用根式求 
解的群论基石. 

定理 2.27 如 n >5， 则&«不是可解群.如 n <4， 则心 是可 
解群. 

证明 设 n >5, 不难看出， 5* rt 的正规群列的长非1即2， 
其商群集非 { S „} 即 {5^/ A ^ AJ . 因此只需证明非交換群便已 
足够了，显然有 

(1, 2, 3)(2, 3, 4) = (1, 2)(3,4)^(1,3)(2,4) 

= (2,3,4)(1, 2, 3). 

其次，其商群集皆为交換群集.因 
此为可解群.只余 n = 4的情形了.令 

/^ = { e ,( l ,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. 

则 K 是在內自同构作用下两个轨道的幷集，所以是一个不变子 
集.不难看出，凡是^^的正规子群，于是 
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少 K >{6，} 

是\的一个正规奸列，而共商#枭是一交渙群茁. [ 


习 题 

1 . 证明 n 个文字的任一 g 渙在分解成对換(即 (*•,/)) 的乘 
积时，分解出的对換的个说的许偶性与分解无关.幷逋明一个置 
換是奇置換当且仅当它分解出对換的个数是奇数. 

2 . 考虑下述的“画鬼脚”的妁戏： n 个人分配 n 个物品 
(食物、工作等）的方法.在一张纸上画 n 条互相平行的竖直 

线，再在这 些竖直 线之间画上几条不同高度的连结橫线.在竖 
线下端分别写好耍分配的物品的名称.将橫线部分遮盖住.让每 
个人自由地选择上方的线头，打开橫线的遮盖物，每个人都沿竖 

线往下走，但遇到橫线必须 



囫2图 

唯一的指数为2的子群, 


转向，如此到达的终点处标 
明的物品即归该人所有.如 
左图所示.粗线表示甲的行 
程，所以甲得物品三.不难 
看出乙得物品四，丙得物品 
一，丁得物品二.证明： 

(1) 任何“鬼脚”都是 
一一 对应.換句话说，不可 
能有两个人走到同一个终 
点，以致发生爭执， 

(2) 任何——对应都 
可由“鬼脚”表出， 

3.证明 A 是心的 


4. 找出义中所有与&同构的子群, 


5. 找出心 中的一个最大阶的元素， 
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. (1，2,3,4,5) 在 A 中所在的共轭类的基数是多少？ 

， 证明 A 可以由 （1,2) 及（1，2,…， n ) 生成 • 

. 设有 n 个文字巧七,…又设 、山，…， y n - 2 是 
， x e - st 的任 一 排列. 证明必存在 使得 

oix{)=y i (V*’ = l,2 ， " ， n-2), 

. 证明60阶非交換单群必和同构， 



第三章 多 ¥ 式 . 

卜 ■ T 二〜 

fa 

I _ 

W ' - 

Si 域与环 ’ 

常见的实数一元多项式集及[>：|是形如 

a Q + a Y x + a z x 2 + ― + a n x n 

的元素的集合，其中系数七皆取自实数集 /?. 在近世代数学中， 
我们硏究类似的元素 a 。+ ap + 七 ¥ + ••_+ 的集合，而系数 
屮可取自一广义的“域”或“环”.为此，我们定义“域”与 
“环”如下. 

定义 3.1 设 K 为一有两种双项运算“ + ”（称为加法)及 
“ •”（称为乘法)的 集合. 如九对“ + ”而言，是一交換群，其 
幺元记为0 .令 

^* = A (0} = { t ： 心 ， t 年 0}. 

如对“ •”而言，也是一交換群，其幺元记为1 . 又如 A ： 对- 

“ ”与“ •”而言，满足分 配律： 

a*(i» + c) — a*b ■¥ a*c f (ft + o')*a = b»a + c*a, 

此处 a ， & , c 1 是 K 的任意三元素，则称兀是 一 域. 

讨论 1) 形象的说，域是可以进行通常的四则运算的集合. 

代数学常通过对运算的硏究，以求了解集合的数学性质.因此， 

在代数学看来，域 K 常有实数集及的许多数学性质. 

2) 设凡为 一域，则尺 及/ ^皆为群，所以皆非 空集. 于是 /C 
必有两个不同的元素0及1，0^1,即 K 的基数最少为 2. 

3) 设凡为 一域，试问 0 ，a = ? a *0 = ? 按照分配律， 

得出 
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0*<2 = (0 + 0 ) = 0 *<3 + 0 *^ # 



兹用 K 对加法是一群的性质，在上式中两边消去 Od , 得 



于是 K 对乘法而言，是服从交換律的，即 

a^b-b^a 9 \f a，b d 

例 1 有理数集 <?、实数集及、复数集 C 皆是 域. 整数集 Z 
不是域，因为中，除+ 1与 _1 外，皆无逆元. 

考虑我们可证，为域的充要条件是 n 为一素数.证 
法如下： 

显然,对加法而言，[0]«是幺元， （ Zj * = 如 n 非 

素数，令 n = fl 6)0< O 2< n , 0 < b < n . 则有 [>]« ，[>\ € ( Z »)* •而 

= Wn = Mn = [o]» e 

故知 z ：： 不可能对乘法成为一群.所以也不可能是一域. 

如《为素数，取广的任意元素 [ m ]„, 则有 n 4 m . 于是, 
n , m 的最大公因数必为 1. 按照定理 1.2, 有整数\及匕,’使得 
b i m + b 2 n = l m 取同余式，得 

不难看出， [1]* 是（^广的乘法的幺元，因而是 [ m ], 的逆 
元.参考定理 1.4, 易证在此种情形下，即 ri 为素数时，是一 

域. 

以上证完 n 为素数是为域的充要条件. 

値得注意的是，的 基数是 这是一个有 限数.凡域尺 
的基数 为有限数时，则域兀 称为一有限域 • I 

从以上的讨论及例子中，我们看出“域”是许多优良的数学 
集合 的“共 名”. 然而也有许多优良的数学集合，如等， 
不在此 限內. 于是我们又有另一较广泛的“共名”，即“环”. 
其定义如下 • 

定义 3. 2设及为一有两种双项远算“ + ” （称为加法）及 
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“ •”（称为乘法）的集合 • 如只对“ + ”而聲，足一交換群,^ 
对“ •”而言，有幺元1幷有结合律，即取任意二 X 某 a j ， c / 有 

fl* *c) — (a• b) • c• 

又如只对“ + ”及“ •”而苜，满足分 配律： 

a«(fr + c) = a*6 + a*Cj + = + —— 

n 

则称只是 一环. 如只焉一环，幷且其乘法适合交換律，则称及为 

一 交換环•/ 

• • 

讨论 1) 在许多书本中，幷不要求“环 v 中有乘法的幺元 t 

于是这些书中，称有乘法的幺元的环为“有幺元(或有单位 >的环”. 

实际上这些书中的绝大多数的环皆有乘法的幺元.“有么元的 

1 

环”这个名词实嫌啰嗦，本书采用另一种命名法，规定凡环中皆 

h 

有乘法的幺元 • 如一集合只，除了无乘法的幺元之外，有环的其 
它的特性，则称只为一无幺元的环, 

2) 如 R 仅有一个元素，则此元素必为加法的幺元 0. 此环 

E 称为零环* 

3) 设只是一交換环.如二非零元素 a , 6的乘积是0，-即 

a^Oy 办年0， fl •纥=0， 

则称 a 夕为零因子，如只是基数大于1的交換环，而且沒有零因 
子, 则称只为一 整环. 

4>'设及为一非零环 • 如尺，使 = a •办=1，则称 
办是 a 的逆元， a 是&的逆元，是可 逆元. 参照第二章§1， 
不难看出，一可逆元 a 的逆元是唯一的，以 ^ r 1 表示之 • 

5) 环及的子集* S * 如果含有只的乘法幺元1,而且对只的加 
法及乘法构成环，则称$是 A 的子环 • 

例2任意域 K 皆是整环.这因为年0， Wl a ^ EK* t 

所以 a . W K *， 即 ad 年 O . 于是，有理数集 Q 、 实数集及、复 

■ 

数集 C 等皆是整环. 

木难看出，整数集2是一 整环. 按照定理 1.4, 是交換 
环.更进一步说，如〃非素数，令 
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则有 


n ^(i^b 9 0<b<n f 


， [办] n^O， L^lnC^ln — L n 2 n ~ O p 

■. 

于是 z« 不是整环. 、 

所有偶数的集合 2 Z = {2 m : mGZ } 是一 “无幺元的坏”， 
同理，当 n > l 时 ， nZ = { nm ： mG 也是“无幺元的环”. 

例3 有限域 —— jm Z v (P 为素数）等——是比较抽象的数 
系，然而也很有应用价値.我们试取一例：一般电码是由 0，1 
两数组成，相当于电源的开、关.一般在收、发电码时，由于干 
扰及人为错误等等，不免产生误码.补救的办法之一是每个电码 
皆连发两次.例如一个四数的电码 

0,2 flg 

假定最多只有一个误码，则可以发成 

■ ■- J 

- 

s 

I 

0^2 0^2 ^3 ^3 ^4 

， • 

b 

此处皆是 o 或 1. 如果此八个数皆两两相等，则细 
电码无误.然而如果某处的两数不等,则知电码有误，但也不能 
知道原电码究竟是0还是 1. 如果要进一步知道原电码，势必每 
一 数皆连发三次 , 

^2 ^2 ^3 ^3 ^3 ^4 ^4 ^4* 

此时，每一组的三个数，如不尽相同，则可认定0,1中出现两 
次的是原电码，读者立刻看出，这种方法要增加两倍的工作量. 
能不能利甩“有限域”的方法，巧妙地咸少工作量呢？解法如 

下. 

考虑 Z 2 = {[0] 2 ,[1] 2 }. 为了简化写法起见，令0 = [0] 2 , 

1 = [1]2.于是 

0 + 1 = 1 + 0 - 1 » 0 + 0 = 0 > 1 + 1 = 0 , 

r 0xl = lx0 = 0x0 = 0, 1 x 1 = 1 . 

考虑 . 
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㊉ ㊉ = ( Z 2 ) 7 

= ，私2,办3〉 ： a if ^ i ^：^2}* 

有些读者知道这是“以之 2 为数系的七维空间” • 但是，这个槪念 
暂时是无关紧要的，所以目前不懂也无妨. 

取下列的矩阵 

fill 、 


-A = [ 0 11 



以” = ( a w a a ， a 3 ， a 4 ，匕， & 2 > 3 )与 A 相乘，乘法的定义是一般向量 
与矩阵的乘法，即 

V«Azs CU lf U2^U 3 ') f 

■ , 

以 1 = A + % + ^^3 + 办1， . " 

■ 卢 - 

Wg = b 兔， 

u 3 = + a 3 + a 4 + 

绐定任意电码~,0 2 ,0 3 ，《 4 ,求得辅助性的匕汴 2 ,«> 3 ,使1^ = 11 2 = 
u 3 = 0，即 

—b x =： a 1 + a 2 + a 3 , — = a: + a 2 + 〜， —fc 3 = flj + ct 3 + a i9 

然后，发出电码 A ，〜,％,〜,、, fc 2 ， fc 3 , 收电码的人，将收得的电 
妈 〆 = K ，4 ，4， 夂 ， M KM ) 与矩阵 A 相乘，得 

" ’ • A = ( w 〜， u ; ， w ; ) • 

如< = t / 2 = u ' 3 ^=0，则知电码无误.如有一处错误，则以«， 

与矩阵 Z 的各行相 比较. 相同者的行数即错误电码的序 
数. 例如，设 M ^ K ) = (1，0,1), 则知七 有错.于是将误码 
进行0 , 1互換，即可以改正其 错谀. 什么道理呢？我们假定，电 
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码不容易发生误码，这七个电码中，最多只有一个谀码.于是可设 
只在 i 处电码与原码不符，则有 

=v + ((),•••, 0 , 1 , 0 , "•,())• 

而 v 0 • A 0,1,0, 

I 

= 0 + (0 ,… ， 0,1,0, , 0) M 

= A 的第 i 行， ^ 

于是丨即电码错误之处. 

很容易推广上面的办法.可取 A 是一 ri 列 2-- 1行的矩阵， 
令 m = 2 "- l - n , 则可‘次发出 m 个电码〜，％，•"，、：另取 

» .J 

办2,…，\为辅助性的电码，发出电码 …, 

利用上面的数学关系，收电码的人不仅可以发现一个错误，而且 

1 1 

可以改正这+错误 • 取 rt = 4 时 ， W =11. 取 f |=5 时， m =26 等 
等,如电码，当精确，只会偶而出错，那么这个方法可以节省大 
量的人力物 iu 

读者应试行写出 n = 4, m = 11时 的矩阵 A 及完成其讨论 • 


^ 习 腰 

1. 在全体 nx 71实矩阵所成的集合 1 X (/1, J ?) 中，定义其加 
法与乘法为普通矩阵的加法与乘法，证明它桌一个环，这个环不 

r • I 

是交換环. 

2. 续上题•证明穌 FL ( n , iJ ) 中有零因子，即 A 年0,5^0, 

• • 

但 = 0* 

3. 闭区间 [0,1] 上全体实连续函数所成的集合关于普通函 
数加法、乘法组成一环，证明这个环有零因子. 

4. 设只是一个非交換环， a t beR . 如果 1- 心是及的可 
逆元素，试证调 1- M 也是及的可逆元素 • 

k 

5. 设 fl , 6是环只的两个元素，〜\心-1都可逆，试证明 
^一6 _1 和01-&- 1 )- 1 -^_ 1 也可逆，且 

[(fl - &-1) 一 1 _ a -1 ] -1 = aba - a m 
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6_ 证明在环的定义中，加法的交換律可由其它公理推导 

m • 

7. 证明集合，… . ， 

= {a + b»/J + c^7 : a ， b ， ceQ} 

关士实数的加法、乘法组成一个域，在此域中，试求出 -2 + 
4/Y+3yT 的逆 元素. f 

8. 证明集合 

On 

I 

关于矩阵加法与乘法组成一 个域. 

b 

9. 参看例3 ,写出 n =4, m =11时的矩阵 X. 设一个电珥 
拥错误的或然率;^十万分之一，讨论此时电码错误的或然率 • 

10. 域的特怔.设&是域,1是 t 的乘法 幺元. 如果 

c 1T1 + —+ i = o, 

而少于 n 个1相加永不为零 ? 我们定义 t 的特征为》.如沒有这 

样的《存在，我们定义 t 的特征为零 • 证明 •• 如&的特征不为饗 

财，它必为一秦数 • 

■ ^ ■ 

H . 设域&的特征 p 年0，那么任取我们恒有 

{a + by p = a ^ + b \ 

12. 令及〆 是环，我们定义直和 (direct sum) 

© 心= {(••• 〆 ,，•••>: r ^ Ri , 只有有限个 r , 不为零 }• 

■ 

其元素的加法和乘法定义如下： 

j i " ■ ■■ 、 

(…， r i ，… ） + ( … ， s f ,… ••山 + …）, 

r 、 h 

(… ， r i ,… ,•••)»=( … ，， •••）• 

证明此时㊉&成一环，当指标集/的基数>2时,这个环不是整 

I任/ 

环. 

13. 令尽 «/) 是环，我们定义直积 (direct product) 


H 尺 i = {( …， r * ， …）： r iG 尺 <}， 

. 1 钇 f 

I 

災:加法、乘法的定义与题 12 同. 证明是一个坏. 

14. 群环 (group ring ) • 设只是环， G 是群•令 

^] = { Sr |5 i ： r t ^ R , 其中只有限个0不为 O }. 

定义 

S r fA + 2 s i 〜=2 ( r f + s i )〜 

(2 w )(2> i ) = S ( S wh . 

f i V f "广 * 

J 

■ 

■ I 

证明上面的定义是良好的，它使及 [G] 成为一个环， 

■ ' T- - 1 ■* 

〆 

§2 多项式环及比域 

我们首先把实数一元多项式推广到系数取自一环 R 的一元多 
项式， 

定义 3. 3 设只为一环， X 为一变数.系数取自环 R 的一元 
i 多项式环 a o ]， 即是集合 

l 2 a * x<: 1 为非负整数 ， f 

1 有限 1 

' - Oc ° 定义为1 )，且有如下定义的加法及乘法： 

1) + ^ i b 3 X， ~ 2 ^ a/c + b k > > xk i 

， 1 k 

2) U >， H 2> w ) = 2：(2 ) x ". 

i I n 

讨论 U 不难看出 A [>] 是一环，其加法的幺元是 & 的加法 

y 

幺元0，其乘法幺元是 A 的乘法幺元1 . 
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2) 只 [>] 也称为环的一元多项式环.如果变数 x 在讨论 中’ 
有特殊的意义时，则可称只1>]为环只的以 x 为变数的一元多项: 
式环. 相对于 K 一元多项式环 R [>] 而言，$可称为茂常数环. 

3) 如果 A 为交換环，则 A O ] 也为交換环 . | 

整系数一元多项式及有理系数一元多项式的起源很古.在古 

.(I 

中国、巴比伦、埃及、希腊的数学中，皆有一次及二次多项式的; 
讨论 • 多项式环是代数学的基石之一，我们且举一些实例. 

例4 整数一元多项式环 Z [>]， 有理数一元多项式环 
实数一元多项式环 /?!>：], 复数一元多项式环 C [>]， 及之乂幻等 

MKT 

參 

如取尺 = Q |>]， 则定义 <2[>，夕 XiO , 此处为两个 
不相关的变数_于是 ’ 


QO,y] = i?(? 


* ，/ 取有限 个非负整数， 
a ijG Q| 


取有限个非负整数， 

' A A J 


即为有理数的二元多项式环.同理，任取一环 A 及不相关的口个 
变数 A ，^2,…，&，则可定义 

只 Oi ，…， 〜] = ( … C (^[^ i ]) M ) -)[>«]， 

即环只的 《 元多项式环， 

从以上的讨论我们知道，如令灭二 QtX，^， …, “-J， 则 

Q[x lf x 2 r - f x n J = R[x n J, 

換言之， n 元多项式环可以当成一元多项式环来考虑.于是某些 
一元多项式环的数学特性是〃元多项式环共有的，如此，讨论 
及时，已兼及了 QOuh， …， 〜]• 这是数学的“以简驭繁” 
的妙用. 

例5 取一变数 X . 令 u W 1，则不难看出， 
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变数 r . 及 u 的区别，是两者的原 点不同 • 如取 x 为实数 
:轴衣的 妬 准坐标，则 x 的原点自然是0 • 而相对于此一标准坐 
.标而言， w 的原点是1/ = 0，即 x = n 
取二不相关的变数 x ， y ， 令 

u = x ， v ^ y + x 2 9 

，则不难看出= R L u f v l * 令 x ，#为实数平面的标准坐标， 
则 x = fl 与 y = &给出平面上一些竖直的与水平的;直线.相对于此 
一标准坐标而言，给出另一坐标系.此一新坐标系即由下 
列的网格组成 

- u = v ^ b ? 

JH X 二 a 与 x 2 + y = \ 

如此得出的坐标线是一些竖直线与一挂抛物线 • 

总而言之，给定一实数《元多项式杯 x ， 相当于给定一个 n 
维实数空间及"，如给定 a 二只[>,，&，“.，、]，则给定只"的原 

点及一坐标系 _ 如给定 

A = , X 2 ， … ，. V n ] = 及 [屮，， …， Un — l ， 

则给定及"中的两个原点，两个坐标系：（\,心，*”，、）及（"1， 
〜，…， 〜)， 以及其间的关系 • I 

硏究多项式环的耍点是：〗）硏究此环的代数构造； 2) 硏究 
—组多项式的公解，由此得出代数数论及几何学； 3) 硏究此环 
•的代数构造与一组多项式的公解之间的数学朕系.近世关于3> 
的汧 究，成果很丰盛，大放异彩，几乎融合代数、几何、代数数 
论、黎曼曲面等等于一炉而共冶矣. 

在此章中，我们将初步地硏究 1), 即多项式环的代数构造， 
及附带地硏究 2). 

収一环及及一元多项式环只 !>]• 令 /( x ) = 只 !>]. 

t 

则 /( x ) 有一次数 deg / O ) 及其在原点的阶数 ord a /00. 详言之, 
即如下之定义. 
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定义 3.4 设尺为一环，尺[尤]为一兀多项式环， 


f ( X > = 


如 / W 与0，则 


deg /(Jf) = max| i : /(^) = 2 a i x，f 
ord x f(x') = minj i : f(x) = 1 flj =^0 


如 /( jc ) = 0， 则定义 deg 0= -⑺， ord x 0 = ⑺. 

讨论 1 ) 如令 u = x + fl ， 贝 1 ! 只 [u] = /?[x] ， deg u / = deg x / „ 

但常常可能 ord u 

2) 在多元多项式坏中，也可定义“次数”，然而此时次数 
与变数有关 • 例如在及[>，夕]中，可以定义心^4.我们试看例 f 


5 , 

u = x , v - y - I - x 1 ^ R^x ? j /]= 及 [w ,"]， 

而 deg x , y ^ 二 2 乓 1 二 deg tt ，” tV 

定理 3.1 如尺为--整环，则次数 d eg 及阶数 ord x 有如下之 

性质： 

1) 取 /o)GR [ 乂 ] • 如 /( r ) 年 0 ，则 

deg /(x)> 0 ， ord x /(x)> 0 , 


如 /( x )=0， 则 

deg / (x) = - co s orA x f (x) ^ oo # 

2 ) 取 /( x )，,9( AGK [<]. 则有 

deg(/(x)u( ：0 ) =deg/(x) +degy(x )， 
ord x (/(x)M(x)) = ord x /(x) 4 - ord x g(x). 

i ) 取 A[<L 则有 

deg(f(x) + £r(x))<max(deg f(x),deg g(x)), 
ord x (/(x) + 5 (x)»min(ord x /(x) ^ord^Cx)) 

证明此三点皆甚易证，故证明从略 • I 
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此定理与定理 1.18 有关，为了阐明这个关系；我们 Cl 人如 F 
的定义. 

定义 3. 5 设^为一交 換环. 一映射〃：如适合 F 列条阼 
时，则称〃为 一 賦値： 

1) 取 则有 Ka )>0， 且= 0令今0 > 

2) 取 a,b GS ， 则有 

3) 取 则 r( fl + ^0< max ( i ;( fl ), t ；(&)). 

应用赋値的槪念，定理 3.1 可重写如下. 

定理 3.1* 如尺为一整坏，设 /00€ 只 !>], 令 
V x (/ o )) = 2- ord « ，⑷,1 (/00) = 2 d， “⑷, 

则 匕与心 -i 皆是赋値. 

证明读者自证 . I 

定理 3. 2如^为一非零环的交換环，且&中有一赋値〃，则& 
为整环. 

证明设 h & e - S ， a ^ 0 , ^0. 则根据定义 3. 5, 

v ( a ) ^ 0 > v(b)^ 0 , 

于是以 ad) = t ； (a)y(iO 奪 0 ， 故劝卑 0 . | 

系如&为一整环，则只 Ooh ， …，心]也为整环. 

就像自整数环 Z 构造有理数域 Q —样，从任意整环^也可以用 
同样的方法建造一 “比域”，其定义如下. 

定义 3. 6 设&为 一整环，令 

I a 

K " | T : 吟 0 ，如 = d ^： 0 t 

a c ) 

则1= 了卜 

，称为 s 的比域（或分式域），在比域 K 中，定义加法“ + ”及乘 
法“ •” 如下： 



b d 一 b^d • 

r 

乜1<仑 1) 不难看出，比域是一域.比域 A 的加法的幺元是 
0/1,乘法的幺元是 1/1. 一 般言之，如6=1, V纟常写成\这样， 
则比域 K 的加法的幺元是0,乘法的幺元是1,如 a =0, 则 

a 0 A 

T = T = °* 

1 

如 0 ，则 a/fe 的乘法逆元素是 &/ fl . 

2) 比域 /C 又可以比较严谨地定义 如下： 取集合^的直积 

SxS= {(a f b): a,b£S}. 

于其中取一子集 T , 

T « a , b ^ S 9 b ^： o }. 

在子集了中定义一等价关系如下（参考定义 1.4*) , 

〜 （ c〆） < . > a*d = b*c m 

读者自证 〜确为一等价 关系，子集 T 对〜取商集，则得比域夂. 

例6有理数域<2是整数环 Z 的比域.实数一元多项式环及 DO 
的比域是实数一元有理函数域及 O), —般言之，设 K 为域，则 
兀[>]的比域是以 K 为系数域的一元有理函数域，通常以兀00表 
示之.士，…人]的比域是以 K 为系数域的《元有理函数域, 
通常以尺(乂，：^ ，…， ^)表示之 . | 

有理函数域 K(6 ，心，…， h) 是饶有意义的数学集合.我们取 
-一 简单 的例子 来硏究.令 

:此处/ 00,5( x ) < E 尺! >]. 如果尤 =即寸， Sf ( fl ) 年0，则及， 
即 x = 在 / t ( x ) 的“定义域”內.所以给定 A ( X ) 后，我们 nh 00 
狗定义域，可是及00中的所有有理函数幷无公有的定义域•进 
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一步言之， 任取一 点 x = <2，则能定 义在点 x 上.然而任 


取有限多个有理 函数心 00，心00, …， fu(x>, 则有一公有的定义 
域，即\00,心 O), …, ft m (x) 的定义域的交猓.这个现象是较复 
杂的，然而也因此使及00的內容更为丰富.为了处理这个定义 
域的问题，我们引入以下的“局部化环”的槪念. 

定义 3.7 设&为一整琢. 

1) $的一非空子集 D, 如果适合下列两个条件，则称为一分 
毋系： （ a) 0 e D i (b) d lf d 2 £D=^d r d 2 eD, 

2) 设 D 为一分母系，则 S 对 D 的局部 化环心 定义为 S 的比 域: 
x 中可以表为V 4 (此处 deD ) 的元素的集合. 

讨论 1) 不难看出是一整环. 

2) 在及[欠]中，令乃 = {/(欠）：/(0)与0 }，则 D 是一个分母 : 
系，而 



f { X ) 


g ( x ) 


5(0)^ 0 [ # 

J 


此即定义在原点 X = 0及其附近的有理函数的集合，如果我们 a 
考虑原点及其附近的“局部”，则此荪包含了所有有意义的有理 
函数 • 旣使在此局部化环內，各有理函数的定义域也仅有一个公 


共点，即 1=0. 于是，函数的定义域仍随函数 而变. 

3) 在 Z 中，令^二丨“ ： z 为固定非零整数， n 为正整数}，贝也 

1 


= 打为正整数，«€^]. 

4 ) 如果^非一整环，也可以讨论局部化环 5^. 此局部化琢 
是很有趣味的，与几何学甚有 关系. 此种讨论将留到以后的 

“环论”中进行，目前我们仅限 于&是 整环的情形. 

5) 设为一整环 ， D = 5\{0}, 即 D 为所有非黎元素的集合. 
则即是^的庞域 • 如果$为任意交換环时，在以后的“环论 ”• 
中，我们将把比域的槪念引伸为“比 环”， 
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习 理 

1. 证明 z e [ x ] 不是整环. 

2. 试在 Z 5 [>] 內定义一赋値 t ；, 令 

f(x) = X s - 2x 3 + 1 # 

试求 一5⑷ GZ 5 [ x ]， 使 

V U ~ ^10* 

3. 在环 Z 內给定下列分 母系： 

(1) D = {1 , - 1} j 

(2) D = {2k ： 0 }j 

(3) ^ = {2^+1： k ^ Z }^ 

•试求 Z D . 

4. 在环 Z [ i ] 內，令⑻ = (-2 + i ) ，而 D = Z [ i ]\( a ). 证 

切 D 是一个分母系，幷问 Z [ i ] D 的元素是什么？ 

5. 令 

^ = | D ci i x r i ： a i ^ R f r ( f ， Kt i 为非负整数 

证明 R 关于普通代数式的加法、乘法组成一个整环， 

6. 给定域4：上的两个非零二元多项式 

f(.x,p) =fl 0 (.r)y +a 1 (x)y"- 1 + ... +a„(x), 

Qh ， y 、 =^ Q {x)y m +b 1 (x)t/ m ~ l + ... +\(x), 

其中 又设 Ny 

f(x ， y)gOc ， y 、 =t? 0 OO，* + ” +c l ix)y m + a ~ l + ... +c m + b (jc) # 

证明- 

max {dega f (x)}^ max {degc k (x)} # 

0 <(< n 0< k < rn^n 

7. 令& = // 5 名为一有限域，试在 &[>] 內找出两个互不相同 
的多项式 /( OdOO ， 使对 t 中任意元素都有 
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形式幕级数坏 （jfornkl power series ring ). 设及是坏 


我们定义只上的形式幕级数环 


RLLxTj 


I ^ 

s 


H 


以 ， 


0 


其加法与乘法定义如下 


(? 






▽ biXi 


E( a * + ^) x，> 
2 (.S … 分、 


证明只 [[ x ]] 是一环 • 


9. 续上题 •• 任取 / O ) = €只[[父]]，定义八的阶 


ord/(x) 如下 : 


d (/ ⑺）二 nxin{i ： 0 


_ 


证明当只是整环时，我们恒冇 

ord(/( 咖⑴）=。 

幷由此 i 正明：尺是整环令今 R [ M ] 是整环. 


d (/( x )) + ordC 9( x )). 


10. 利用 


1 - y 


y 


+ y 


n 


的恒等式证明： 3凡是整环时，/(幻= ； E 〜 rl ■是只[[幻]的可逆 : 

* 

I 

令％是尺的可逆元 • 


元毛 


11. 利用题10 证明： 迅只是域时， 


12. 


/(乂）是可逆元令今 ard (/( x ))=0* . 

i 尺迠域讨，证明只 [[>]] 的比域是形式花也间玫诚 

/^(( X )) = | 2 a i xi : m ^ z f a i 
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13. 设 P 是一个素数 •. 证明 D = { p ■: n = 0,1,2 ，…) ■是2"的 

一个分母系 • 更进一步，证明 Zd / 名的毎一个加法與子群都是有 
限群，而自身不是有限群. 

§ 3多項式环的唯 一 分解定理 


令 K 为域（不妨设想凡= Q ，及， C ) •欲证 n 元多喷式环 
巧，中有唯一分解定理 • 用数学归纳法，设已知 
h ，… ' n - i ] 中有唯一分解定理,则仅需证 ] 中有唯一分解定 
理便可 • 本节将循此线索进行 • 读者请参考第一章§ 2及§ 5 • 
定义 3.8 设&为一整环.& 的元素 ^，#, y ， 如适合 a = 0 y , 则 
'称 a 为月的倍兀，办为 g 的因元，用月 |a 表 示之. 如及 | A ， jS | , …， 
月 l a «, 则称办为 a i ， a 2 ，."， a B 的公 因元. 

定义 3. 9设$为一整坏， a 为 S 的一非零非可逆的元素•如 
= 时，必有之一为可逆元素，则称 a 为一不可分解元(或 
不可约元） • 设％' 2 为^的任意二元素，如存在 

^2°2 r a 2 = ^1°1>则称 a i ， a 2 为相伴的兀素，以〜 a 2 表示之 • 

讨论 1) 设 A 之 a 2 •如\ = 0 ，则显然有 a 2 = 0 •与1相伴 

的元素，显然是所有的可逆元.设0 , 则有 

= ^2^2 = 

•'移项后得 a:(l _ ^ 2 ^ 1 ) = 0 • 因$为整环，且 a ! 年0，因此1 - 心心 
*= 0，即$2心=1，于是 U2 必皆为可 逆元. 

I 

2) “相伴”显然是一等价关系 • 于是5•被相伴关系之划分成 
一 些等价子集. 

3) 设七之％.如七是可分解元，即存 •，使 

— y 

而匕 y 皆非可 逆元. 其中 •/ 自然不是可逆元， 

且也必非可 逆元. 为什么呢？如杲 e 是的逆元，则有 
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1 - £(5^) =： (eW， 

即£心是#的逆元，与 j? 非可逆元矛盾 • 故知非可逆元 • 综上所 
述，在輝伴的元素中，如有一元素可分解，则其余元素也皆订分' 
解*換言之，与不可分解元相伴的元素必是不可分解元 • 

4 ) 设 没为一 整环，则其所有可逆元的集合对乘法而言是一 

交換群 • 可逆元的槪念适用于一般的非零环，交換环的可逆元的 
集合也是一乘法交換群. 

5) 设^为一整环.又设一元多项式 aGSp] 为一可逆元•则 
有点€別>]，使 o>/?= ! • 考虑此式的次数 de g ， 得 

deg(a • 办 ）= dega + deg^ - degl = o • 

于是 dega= o =deg )?， 即所以 &[>] 中的!可逆元皆是 S 
中的可逆元.如取 

5 1 = K £ x lt x 2 ，… ，尤 

此处 K 是域，则知 MX, …〆 ，- t 'J 中的可逆元的粜合是 

^= K \{ o } ^ 

定义 3. 10设^为一整环*如取任意非零元素 ae &恒有 

n 

1) a = 5fjp%, 此处 5 为一可逆元， m,(*_ = 1,2 ，…， n) 为， 

I - 1 

正整数， h,P 2 ，…，9„为两两不相伴的不可分解元, 

n I 

2) 如 a = 5 JJp ^ ^ e ] Jq ] h 此处 M 为可逆元， m,， 

“1 / -1 

s 为正整数， Pi， …， p» 是两两不相伴的不可分解元，々，•••,9|备 
两两不栢伴的不可分解元，则 n = !, 且经过 重新把 编等 
后，必有 

之幻， wif = u t f V* = 1,2, 

那么，称* s •为唯 一分解的整环 • 

讨论 1) 任意域尺中非零元素皆是可逆元，改无不可分解： 
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元存在，于>2：域九是唯一分解的整环， 

2) 欲证一整环 S 中有唯一分解定理，即证此整环6 •是 唯一分 
解的整环. 

3) 根据第-章的§ 2及§ 5，我们已知之及 Z [ i ] 是唯一分 
解的整坏. 

4) 有许多整环幷非唯一分解的整环.我们试取一 例：令 


S'- i?[x 2 ,.v 3 ] = ai x x [^]： a, = 0 |. 

WUi •沒注意不难看出，工 3 足 $ 的不相伴的不可分解元，而 


X 6 = ( X 2 ) 3 = (>3) 2 . 

..所以^7{:非唯一分解的整环. 

定义 3.11 设* ^为一 整环， d ， a i ， a 2, … ， a n 为其 元素. 如有 

1) d\a lf d|a 2 ，…， d\a n . • 

2) d x \ a 2t d r | a B 时，必有 

则称 d 是 h ， oi 2 ，…， a 的一个最大公 因元. 用符号 G . C . D (\ ， a 2 ， 
… ， a n ) 表不 a i ， a 2 ，… ， a n 的最大公因元的货合. 

讨论 1) 如果3是七,(2 2 ，…， a n 的一个最大公因元，则另一元 

素以也是\，(2 2 , …， (^的 * 个最大公因元的充要条件是4之 iT . 

2) 如果$幷非唯一分解整环， 则没的 一组元素幷不一定有 
最大公因元 • 例如在上面的讨论 4) 中，5 =及|> 2 〆 3 ],取 x 5 ， x 6 
es 9 则萁公因元是 x 2 〆 3 及与其相伴的元素，其中幷无一元素是 
所有公因元的倍元，即无最大公因元. 

定理 3.3 设&为唯一分解的整环，则存在 

I 

.1， a 2 ，… ， a « 的最大公因兀 A 即存在 dG G.C • D ( a x , a 2 , …， W 
证明先证《 = 2的 情形. 取 的分解式 
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舒过 就 钫编号以及相伴的不可分解元替換以后，猶®% 

1) P if U } 皆是不相伴的下可分解元； 

2) n,> 0，0 • 

令 a i - min(n t , d ^ 卩 〆 * 

■ 

i 

则不难看出凡的-个设火公冈元. 

如 n >2, 我们可以仿照上面的方法$出 a i ， a 2, …，、 的分解 
^：,从而直接写出它们的•个最大公因元*我们也可以用数学归 
纳法，采取的步驟如下：令 P 为，•• ：的较大公因兀’则 
卢与 a , 的一个最大公 S 元匀必是七，％ ，…， a „ 的一个最大公因 

元 • I 

定义 3. 12 设5■为一整环， a 为 S 的一非零非可逆的元素•如 
时，必有 a |# 或 a ! y ， 则称 a 为一 素元. 

就像在第一章§ 2与§ 5的情形一样，要证明 - 

唯一分解的整环——是唯一分解的整环，我们需要证明在 
中，不可分解元与素元是一物的二名 • 为此目的，我们先作一些 

准岔工作. _ 

定理 3. 4 设&为唯一分解的整坏，贝 N 是不可分解元足 

素元•反之，如 A : -整标&彳 1 ，毎一元素皆可分解为不可分解元 

的乘积，而且不可分解元与素元是一物的二名，则$是唯一分解 

的整环. 

证明设^为唯一分解的整环 • 如 a 是不可分解元，且冇 
< al ^ y , ii |： aa / =^ y , 取此式的分解式， 
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y = e 2 (rj 分/ )， 

f 

则知 G 必与 P < 或1 之一相伴，于是 Of 必为 A 或 y 的因元，所以 
°是素元. 

又如 a 是素元时，设(2 =外.则0£1外，于是 a !# 或 a | y , 不 
妨即令 a I 火于是 

卢= a 5， G = h 二 a (5 y ), 

因&是整环，故得卟=1,即 y 为可逆元.于是 a 必为不可分角? 

元《 

反之，设在整环5•中，不可分解元与素元是一物的二名，且 
每一元素皆可分解成不可分解元的乘积.如有 

a= 5 jj = e ii , 

»• - 1 i - 1 

则知 

p ^ k (々: 1 一 1 ri 心 ; ). 

I - 2 

于是 

Piki 或 Piifli 1-1 ri ^ #/ . 

i -2 

如此反复推导，经过有限次数后，可得一使化1以，即 

p \^ = </<• 

因 L 为不可分解元，于是办必为可逆元，即 

Pi ^ Qi. 

以 L 代入 a 的分解式，两边消 去9 1 后，再用数学归纳法•不 • 

难证明，将 U 2 , …而 重新编组后，必有 

f n t =u ( , n = /, 
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:即 S 是唯一分解的整琢•丨 

定义 3. 13设^是唯一分解的整坏•令 

n 

f(x) : r £5[ x ], /0)今0. 

I F 

多项式 / O ) 的系数％，~，…， a n 的最大公因元的集合 G . C . D (心， 
.〜，♦••，^(^定义为八幻的內涵。“^))*如累1 ’且 
€(/00)等于可逆元的集合，则称/00为本原多项式 • 

定理 3.5( 高斯引理）设 S 是唯一分解的整环， fOO 》、9( X > 

是 S [ x ] 中的菲零多 项式. 则有 

C (/( X ).^(3 C » =(7(/(^)) - c ( g ( x )). 

证明不妨设/00 jOO 的次数不为零 • 取 A € C (/00)， 

.■^^。(^(父))•令 

/CO = dj *( x ), g ( x ) = d 2 g *( x ), 

则显然 /*« 及浐 ( x ) 皆是本原多项式•如能证 明广 ( r ) • 

也是一本原多项式，则根据/00 . =尖名(/*00 • 

即知 

d x d 2 f c CUi ^) - gOO \ 

由定义 3. 11的讨论 l ? ，立得 

C(/(x)) • C(si(x)) = C(/(x> . 5(^))* 

以下证明 /*00 • /(功也是一本原多项式•设 

/*( x ) = a 0 + a x x + — + a n x \ 

g *(, x ) ^ b 0 + b x x + *•. + b m x \ 

■* . - 

其中 K ^ o . 假设 /*00 • 000 非本原多项式，取一素 
元 P 为其系数的公因元 • 令为由下式定义的二非负整数： 

I = min{/: p|fl r , r = Z + 1 ，…， n }， 

;= min{f ； p\b r9 r = 1 +1,*"， m }. 

令 f *( x ) . 二 … + h + 

则有 
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= a 0 &0， 


^ a i b i + 2 a r b …”+ 2 a i ^- f b ff 

_ < J * t . * 


= a n b m . 

考虑 q + , 的展开式.已知 

i + i 

P\ C i ^ f 9 P fl r ^ J + /- r > 

r - » + 1 

p 

i + / 

p s 

r - / + 1 

于是推得 

p |〜 〜， p | fl , 或 p \ b f . 

这与丨或 7 的定义相矛盾.由此知近 /*W - 0 O ) 的系数不可能 
有素元 P 为其公因元，也即 /*(>)• #00为一本原多项式 . | 
定埋 3. 6设&是唯一分解的整环，则任意非零非可逆的多 
项式 / O ) € &[>] 皆可分解成不可分解的多项式的乘积. 

I 

证明设0年 aGA 如果 a =^00/ i 00€5 Ix ；], 我们考虑其 
次数，得 

0 = dega = deg ( p (^) A ( x )) = deg ^( x ) + degA ( x ), 

于是必有由此推知$中的不可分解元也是 
SO ] 中的不可分解元. 

取 4 GC (/( X )). 令/00=办*00.则4在 s 中可分解成不可 
分解元的乘积.根据上段的讨论， d 在 《 S 1>] 中也可分解成不可分 
解元的乘积.以下求/*00的分解式. 

如 PO ) 为不可分解元，则本定理已证完.如/*00可分解成 
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: f*W = d ( x ) hCx) y 

此处皆不是可逆元 • 根据定理 3.5, ' 

C (/*( jc )) = C (5 W ) C ( ft < x )>, 

立得0(0, A 00 皆是本原多项式，两者皆是不可逆元，必有 

deg p ( x )> l , deg 

于是有 

deg p ( x)<deg /*0 f ), deg A(^)<deg /*( jc ). 

用数学归纳法，巳知扒幻及 A ( x ) 皆可分解成不可分解元的乘积 • ' 
幷乘两者，得/*00也可分解成不可分解元的乘积 . I 

定理 5. 7设$是唯一分解的整环,则 S [ x ] 的任意素元必是 
不可分解元. 

证明设为一素元.如果 /( x ) = 0( x ) AO )， 则 

f ( x ) lsi ( x ) h ( x )， 

于是 /( X ) IPO ) 或 /001 A 00. 不妨令 / OOM ( x )， 即 

• ■ 

g ( x ) = /(r)5(x>, /(X) = g ( xyh(xy = f ( x ) S ( x ) h ( x ) 9 

因 * STx ] 是整环， f ( x )^ o , 自上式的左右两侧消去/( X )，得 

■ 

、 1= d ( x ) h ( x) r 

于是 ACO 是可逆元.由此得知/00为不可分解元 . 丨 

到此为止，欲证 5* |>]是唯一分解的整环，根据定理 3.4,3. 
3.7,仅需证明 SO ] 的不苛分解元皆是素元.我们先推广“欧几 
里得算法” • 

定理 3.8( 欧 jl 里得算法）设$为一交換环，/00为 &[>] 中 
的一非零多项式.令 

• U 

/(x) = a 0 + a〆 + …+ a n ^FO. 

任意给定一次数为 m 的多项式500 €$[>] .令 Z = max {0 ,m -ft 

+ 1}， c = a l „ 0 则必存在 i 00, r ( x ) e 5*[ x ], 使 

■ 

cg 00 = d ( x ) f ( x ) + r ( x ), deg r ( x)<deg /( x ). 

■. …，. 
证明如 deg /( x ) = n = 0，取 r ( x ) = 0， d ( x ) = a l 0 ' l g ( x) ft 

j 

即得本定理，以下讨论 deg /( x )= n >0 的情形 . ” 


13 S 



如 deg500<deg/(x>, =0t 即得本 


«理，以下我们对 deggOO 用数学归纳汰:. 

令 / 00,500 的 展开式 如下： 

fix') = a 0 + a x x + ... + a n x% fl n 与 0, 

V # 

000 = b Q + b i x+ — + b m x m f 

此处 deg/(x)=n<deg5(x) = m •令 

fc ( x ) = a n gW ^ b m x m “ J 00 , 

■ - 


不难看出 ， 

■ ■* ^ 

^8 A ( x )< degp ( x ) # 

根据数学归纳法，存在及 rOO , 使 

ai'^C^x) = d’ （ x)f(x) + r(x), deg r(3t)<deg f(x\ 

于是 


没 00 = fl! _1 (A00 + b m x m '*f( k x)') 

= ( 以 （ x) + b m x m - n )f(x) + r(x) 9 I 

系如 $ 是域，则在上定理中可取 c=l, 如此得出的 400 及 
** ( I) 是由 500 唯一确定的 . 

证明如 S 是域，则非零元素 C 是可逆的.在原式 

I 

Off(x) = d(x)/(x) + r(x), deg r(x><deg /(x> 

两边乘以^ 1 ,即得 

幻 00 = (c?- l J(«))/(x) + (PrOO) , degCc-^C^Xdeg /(r) # 

本系的第二部分证法 如下： 如有 

5( x )=4(^)/( jf ) H - r ( x ), degr ( jf )< de 5/(*), 

5(j 0 =d’00/00 +r’0 ：)， degr r (x)<deg/.(jc), 

则有 G 00 00)/00 ="00 -r(x). 

如 dOO-fOO 年 o, 比较上式两边的次数，得 

deg(〆 （ X) - r00) = deg(d(x)^d / (jc)) + deg/(x) 

>deg /(x) >deg(r / (x) - r(.v» # 

此是一矛盾，故知 400-100 = 0 ，于是必有 "00^00 = 0.| 
定理 5.9 设 K 是域， / 1 00,/ 2 (x)eiC [>] .令 
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(/iW,/.W) 乂 

«{ttiC*>/iW ^ a 2(xyf 2 w ： 

则存在 / oo , 使 < 

( AW ，八 00) = </ W ) = {aCx)fdxy ： awe ^ w }, 

而且 / OO 是 / iW ，/ 2 (幻的最大公因元， 

证明如/!00 = 0,显然有 （ AOOAWXAWX 如 
今0,取/00为（八00，/ 2 00)中次数最小的非零元素，根 
据定理 3. 8的系，存在 AOO ^ JX ), 之 00, r 2 00， 使 

/! ( X )=匀 (- V ) / ( X ) + r ! ( a :) ， deg r ! 00 < deg / 00, 

f 2 00 = AOO/OO + r 2 (x )， deg r 2 (x)<：deg /(sc), 

移项后不难看出，^0：)， 2 ⑺皆在(八⑻， / 2 ( x )) 中.根据 /( r > 
的选法，立得 GOO = r 2 ( x ) = 0. 于是 

AOOAOO + o^xXf^x 〉 

= ( a ^ xyd ^ x ) -y a 2 (^) d 2 ( x ))/( x)e ( fM ). 

反之，已知 / ooeOSdXAoo ), 即 

fOO = AOO 八 00 + 3 i ( x ) f 2 00, 

于是 

a(x)/(x) = aoo AOO//X) 

+ ^ cx ^ x )/^) e (八 00 ， aoo ), 
mfoo ) = cfiWjiix )}^ 读者自证 /( x ) 是 /, (”及 / 2 oo 的最: 
大公因元 .I 

系设 k 是域， / iOOAG 〉 ，…, •令 
(八 o)，/ 2 oo ,… ，/» oo ) = |2 a K x >/ K x >: a i 00 e k mL 
则存在/ 0 )，使 

(/办） ，/ 2 00, …，/ » W ) = (/ W ), 

而且 AW 是/,00，/ 2 00,的最大公因元. 

定理 S .10 设 K 是域，则的不可分解元皆是素元. 

证明令/00为一不可分解元， / OOkO ) Kjo . 根据定璣 
3.9, 得出 
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的), 〆 :)〉= ( ⑼)… 、/, 

或为可逆元，或为不可逆元 • 如 io ) 为可波备则根据定义 
3.9 的讨论5)， K ^) 6^* = ^\{0} # 于是令丨=办)，有 

i = aO )/ O ) + 0( x ) s ( JO . 

% 

乘以卜 A 00， 得 

h ( x ) = 1 - 1 a ( jc ) f ( X ) h < ix ) + lKx)g(x)hOO. 

■ 

显然，/00是上式右侧的因元，于是有 / OOPOO . 如为不 
可逆元.因为 

/(X) = 1 X f(x) + 0X p(x)e (/00 ,500) = G 00 >， 

故有 

r /( JC ) = a ( jc ) K ^) (同理 KO =於00〖00). 

fe 知 /00 为不可分解元，〖00为不可逆元，于是《00必为可逆 

元，即 a ( x ) = d 6 X * = A ：\{0}. 由此得 

l(x') = a ~ l fCx ), g 00 : aKx ) f ( x ) • 

即 /oo boo . 如此已证 / ool A oo 或 /( x ) k ( x >， 即 / oo 为一素 

■ _ ■ 

7C. I 

定理 3.11 设 K 是域，则是唯一分解的整环 • 

, 

证明综合定理 3. 4, 3.6, 3.7, 3.10, 立得本定理 • I 

, 以下我们要应用上定理去解决广义的问题 • 

定理 3. 12设5 1 是唯一分解的整环，尺 为萁比 城. 一 本原多 

项式 zooe ^[>] 在 $[>] 中为不可分解元的充耍条件足 /( x ) 在 
兀|>]中为不可分 解元. 

:证明设/00在尺 [>] 中可分解为 

fix') =a(x)j9(x), dega(jc)>l, deg^(x)>l. 

因为 a ( x ), i 9(；0 的系数在比域 K 中，皆形如 a / tO / eS )， 故取 

«00的系数的公分 母七及 P 00 的系数的公 分母之 ，则有 d ! a ^> 

令 a *( x ) J *00 为本原多顼式，使下式成;$：: 

^^( x ) = djj 芦 (^) = 办 , （ 尤 )，^1 /^2 ^ ^ » 

i *■ 

则将/( X )的分解式乘以勾匀后，得 
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d , dj ( x ) = d l acx ) d 2 ^( x ') = e ^ Cxye ^^ x } 

= e 1 e 2 a*Cx')^*(x ') 9 

.应 用高斯引理，在上式两侧取內涵，得出 

〜批2， i ^ eS * 

于是 

■ 

/⑺ = ^~ a * ⑺汽 x )， 

即 zoo 在列 >] 中可以分解， 

反之，若/00在 Six -] 中可分解为不可逆元 g < X )， h 00 的乘 
积，因为/00为本原多项式，所以 

deg 500 > 1 ， deg A(x)>l # 

于是 0(^0 在中也为不可逆元.因此/00 = g ( x ) h ( x ) 也 

是/(勾在瓦1>]中的分解式 . I 

定理 3. 13如&为唯一分解的整环，则 SO] 中的不可分解 
元皆是素元. 

证明任取 $[>] 中的一个不可分解元 /O). 

1) 先证如则/必为 * s •的不可分解元，即是 S 
中的 素元. 为什么呢？假如 / = M， G ， 芦是的不可逆元，因 

/( X ) = /是中的不可分解元，于是 _ g ， A 两者之 - 不妨即 

令为 g - 必为& [x] 的可逆元，即存在 y(x)， 使 

a - y(x) = 1, 

讨论上式两边的次数后，立捋 * 

deg y(x) = o, y(x)e^, 

也即 a 是6 1 的可逆元.此是一矛盾. 

2) 如 / o ) = / e \ 设 /|5( r ) A ( x ) •令 

ff(x) = d } g*(x) f h(x) = d 2 k*(x), 

■ 

I 

/ • Hx) = g(x)hOO, /(*) = i 3 /*(x), 

災:中.00),/00),/*(0是本原多项式*根据髙斯引理，得 

f 
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C(/)C(/(x )) 二 C<J • l(x)) = C(g(x)h(x)) 

b - ■ 

= C(g(x))C(h(xy) t 

于是有 

即有一可逆元 5, 使 


= ^1^25 / I 

根据1>， / 是 $ 的素元，于是有 

/Ml 或 /IA. 

由此得 /UOO 或 /|A(JC). 

3) 如 / OOeA 今兀为 *5* 的比域.根据定理 3.12, /(X)是- 
兀 [>] 中的不可分解元.又根据定理 3.10, 得知/(X)是 K[x] 的‘: 

素兀《 


以下我们要证明/00是別 >] 的素元，设在《[>]中，/(X)是: 
500 MOO 的因元，即 /00|50)M>). 于是有 Kx)e$[>]， 使 

在中考虑上式，因/00是^ >] 的素元，所以 

/OOlsKO 或 /(x)|/i(x>. 

I 

不妨即令 /WlfifOO , 于是有 r(x)eK[x], 使下式 成立： 

r Wfix }^ g ( x} m 

取 d 为 r(x) 的系数的公分母，以4乘上式，得 

I . 

of • r(x))/(x)=d - ff(x). 


令 P(x) 为一本原多项式，使下式 成立： 

_ 

d • r(x) = e ♦ r*(x )， e^S, 


请读者注意，八幻也必是本原多项式（否则 /(” 可分解)，由 t 

(d . r(x))/00 =^0*00/00) = d • g00, 

应用高斯引理，得 

eeC(d.g<ix)) m 

显然， d 穿多项式的系数的公因元，于是有 

d\e, . f 
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：JA 得出在 5*[>] 中， fix)\g(x). 

综上所述，我们证明了 / OO 是中的素元 • I 
定理 3. 14如果夕是唯一分解的整环，则5[>]是唯一分解 
的整环 •. 

证明易于自定理 3. 4, 3.6, 3.7, 3. 13导出 • | 

系1如果《是唯 一 分解的整环，则《 [6 ，々,•••,、]是唯 
一分解的 整环. 

系2 如果 K 是域，则耵心々, •••'„] 是唯一分解的整环. 

I 

p 

习 题 

1 • 试求/ + 2戈 4 + 2 W + X 2 + + 1 与 V + 2无 3 + V + 尤 + 1的最 

大公因子. 

2. 试求 W - 1与 Jf " - 1的最大公因子 • 

3. 设七，七 ，…， 心为互不相同的正整数，证明 

n 

八 x )= n ( x — 〜分+1 

i -1 

在 <?!>] 內不可约(不可分解)， 

4. 在內取多项式 I 

/( X ) = 2欠 5 -3汐 + 1， ^( jc ) = 2^ 8 + ^ - 1. 

试求400彳00€2 (5 1>]，使 

2 2 g(x) = d(x)fCx') + r(jf), deg r(x)<deg f(x) 9 

5. 证明 /00 =^ 3 + ^ 2 + 1 是 Z 2 [>] 的素元 • 

6. 在 Z 5 [>] 內求 /00 = x 5 - 3^ 3 + Zx 2 + AX + 2 的素因子分解 

式* 

7. 任取次数 >1 的首一多项式 /ooe :[>]=(?[>]• 证明 
J ( J 0 在 Q |>] 中可以分解=令/00看作 ^ pM 內的多项式也可以 
汾解，其中 P 为一素数， 
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8. 证明： 整系数多项忒 /(r)d(X) 在有理数域上5：尜的充 
要条件是，除冇限多个素数外，对其他任•素数 p，/(x) 与扒 o’ 
在 Zp[x] 为 7]/ 素. 

9. 求 Z 3 [>] 內所有首项系数为1的不可约二次多 项式. 

10. 证明 /(W = d-10P+l 在 <?[>] 內不可约，但对任 • 素 

数 p ， /00在内可约. 

11. 举出一个整系数多项式 /Q)， 它在<?1>]內可约，仉存 
在一个素数 P， 使 /O ) 在內不 可约. 

12. 设&是唯一分解整环，是^ >] 內首一多项式 ， P 

是夕的 比域. 若 50) 是 /( x)ft 内的一个首一闶子， 证明： 

^(x)e^w, 

13. 证明 （ X 2 + X 十 1) I (X 3 * + x 3n+1 + x 3f+2 ) (m，n，p 为正整 
数) • 

14. 设尺是交換坏，证明：/⑺=及 [>] 是一个 

t - 0 

可逆乂<=>%足可逆元及 AOI) 适幂答元，即存在叫，使 

爪， . * . v 

^ i 1 - 0 G 1,2 ， … ， n). 

1 ；">. 设 /( x) = •>■" - m 6 Z p [ jc ], 此处 素数 • 证明 

/( 巧可约 <-今3 = 0. 

16. 证明 Jc 8 9 + 83 x S8 + 178 A ⑽ — 90 X + 11 不可约（化 Q [>] 内） •. 

17. 设只 是一个交換 坏，/(功6只1>] 是一个零因子，证明: 

存在 吟0, §i af ( x ) =0. 

18. 证明 + Q[>] 內不可约， 

j * 

19. sOO-adic 进位法.与整数的十进位法类似，在多项式: 
坏內我们有 000-adic 进位法如下：设 <ieg0(Jc )>1. 任取 /( x )6 

&[>], 此处&是一 个域. 证明存在.唯一的八(0,…， /rOoe&iXL 

• • 

使 、 


HO 




其中 deg fi(x)Cde^g(x) 9 

20. 证明 # 十夕 2 - 以在 (3|> ，幻內不可约 . 

4 

21. 在 C[x ， y ，<| 內分解多项式 

一 X 3 — 夕 3 一 + x 2 {y + sr) + y 2 (x + 2) + 2 2 (x + iO — 2^yz m 

22. 将 x 3 + i/ 3 + - 3 巧 2 分别在 Z|>,y] 和 C[w ] 內进 

行因式分解， 


§4对称式，结式及判别式 

设 R 为一交換环，为其多项式环.令 / ooeRO ]， 

. . * 

必 eR ， 我们定义 f ( x ) = ^ / a i x ^ x=b 的値为 /(&)- • 

i i 

如 /W = 0, 则称 x = 6 是 / oo 的根.根也称为零点，我们可以推 
.广以上的定义到多元多项式环 ROwh , … ，、]«令 

= 2 j a hiz-i . W ， AT 2 , … , X n J , 

< h ，~, …，只 x /2 x ••• x /2. 我们定义 Ah , 丈 2," •，尤 n ) 在 

(\ ， Wn ) = ( 办1 A , ••• A ) 

的値为 

/认 ， 匕 ，…， m = 2>« •山.卜々… 心. 

如 /( D 2 , …人 ） = 0，则称 

(6 , w »> = (H … A ) 

Jik f (-^1 ) ^2 r *** y Xjl ) 的零点. 

定理 3.15 设 k 为交換环，柯 >] 为其多项式环， / wei ? M . 
则 X = 6是 / O ) 的极的充要条件是 (X - &) |/00,即 

n ^ eax - b ')) = { g { x ) cx ~ b )： 5( x ) e 及 [>]}• 

证明读者自证 . I 

系1 如只是整环， deg /(^) = n , 则/( X )最多 
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只行 n 个不 M 的根. 

证明令 / c 是 i ? 的比域，则耵幻是唯一分解整环 . ifrj /(- V ) e 
/?[ A ：] e ^ M , 于是/⑴在中的分解火 

/⑻=占 p f ( r )' 

* 

■ 

最多只有 n 个一次式，即/00在凡中最多只有 n 1•、不同的干 • 

是/(匀在中最多只有 n 个不同的根. 

系2 如只是域， / O ) €及 O ], < Jeg /( x ) = n ， 则/ ( x ) 戢多. 

只有 n 个不同的根.丨 

讨论 1) 如果及是一非整环的交換环，则一多项戎可能有 
多于其次数的根.例如，取 i ? = Z 8 ， 令则^ = [0] 3 ， 
[2] 8 ， t 4] 8 ,[6] 8 皆是 /00的娘 • 

2) 如果 Oc - i >) 2 |/ W ， 则称 x = &是 /( A 的重根 . I 
一个多项式 /( A 的根与 /( A 的系数的关系，是-饶有趣味的 5 
数学 题材. 我们用“变数法”一令其根为变数 A ，•••，、 +—— 
来阐明这个关系. 

. 在多元多项 式环柯 >!,々，•••，、,幻中，取如下之多项式 I 

ft 

fXh ， w n ，夕 ） = 

i - 1 

= 〆 - …， x n > 〆 - 1 + a 2 ( XbX 2 ，”， r ) 〆 ' 2 _ … 

+ (- lrajA ，欠 2 ,…山）， 

共中 

a iOl ， …，〜 ）=h + X 2 十 … 

OgC^i } *** = 欠 1 乂 2 十欠 1 尤 3 + 尤 1 欠 II + 欠 2 欠 3 十 ••• + ^r? — 


On—j(^l ， •’• ，〜 )= & 欠 2 一 I + ^i x 3*** x n + … + 义 2 乂 3 •“义 n ， 
(欠 1 ， … ，欠 n) = XjX 2 *** X nm 

它们称为 h , h ， …,、的初 等对称多项式 • 

M 2 





一般言之，如果没(欠 1 ，工 2 , …，〜 ）（ 6尺 [ AA ， …，- v n ]) & 任总 

-调換… ，、后 仍然不变，则称之为一对称多项式.很显然， 
如把 F ( y i ， JC 2 , …， X n ,_ y ) 中的变数 XpXg ， …， 任意加以调換，则 

此多项式仍然 不变. 于是其以 y 为变数展开后的系数 a i , a 2 ,”_'H 

必然皆是对称多项式. 

对于初等对称多项式 a n 可以引入比重的槪念•令《! 
釣比重为1, …, A 的比重为 a » 的比重为 n •令 

n 々 

f 

■ 

, *■ _ 

■ 

:的比重为芝 >7“ 令 

卩（〜 ， 0t 2 , •” ， €t n ) = ^hlt^Sn n 々 

’的比重为 max | 乏;即单项的最大 比重. 我们 
如下的定理， 

定理 3.1 B (牛顿定理）设 f ( x lf x 2r .. f x n ) eRLx lf x 2 r ： f x n ^ 
为一 m 次对称多项式.则存在一个比重为 m 的 n 元多项式 g ( a lt 
<*2,…， a tt )， 使 

/( 尤 1 ， 2,…〆《) = 5( a i , a 2 ,… , a n). 

即 fC x ir x 2 f *** t x n) ^ 及 !!®! ， a 2, …, 欠 2 ， … t x n3» 

证明我们对变数的个数 ri 及次数 m 作双重归纳，如 n = l , 
则4 = 6,本定理是显然的.设 n > l , 幷且对午少于 n 个的变数， 
本定理皆成立，以下证明 n 个变数的情形^ 

当 m =0 时，则 /(&,"•, 、）6尽本定理也是显然的.我们 
^ m >0, 幷且对于小于 m 次的对称多项式，本定理也皆成立. 
以下再证明次数为 m 的情形， 

令 

a ; …，〜一 !） =〜(〜 ，… ,3 c n _,,0>, *♦ = 1 , n - 1. 

不难看出，< ，…， aUP 是变数的初等对称多项式. 
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又考虑 A 气，…〆 n-i，())• 不难看出，这 C 的对称 g: 

项式，且 : 

,(,(欠1，•” ， x n-i ，0)) < degj^，...,^ (/(〜 …, x、）） 二〃 

于是，根据归纳法，存在〆 ((^，…^：：^)， 使下列各式成立^ 

1) 9 f C a i t *'* t^u - 1 ) = f(. x i t "* t x n~i 1 0) J' 

■ 

.* 

2) 〆«,… ， at-0 的比重 <m, 

令 

k ( X i ， … '«) : f( X l ， … ,^tt) _〆（〜，••• ,0„_!), 

立得 

3) hdx ir .- f x n )^x lf ^ f x n 的对称多项式 j 

4) 〆 （〜，…，〜― J 的比重 < m ; 

5) degj " ， .. ，工 ”.9’ （ a 卜 … ， a ni-1 ) ^nt — deg Xlv .. >x ^/(x 1> »»« f x n )i ； 

于是有 

6) deg Xl ,.„, Xfl /i(x 1 ,... 

但 

7) # 0) = f(, x i, ••• ,^n-i »0) — = 0 

枳倨定理 3. 15 ，我们得出％ RCa ， …' tt ), 即在， ..., 、 ) 的展 : 
开戊 

h ( x Wn) = S 、人々 … 々 

I - 

4 

中悔一'单项皆为整除.因为々(心 ，…， 、）是对称多项式，经. 
过则換后，得出于是在&(&，••.，、)的腹 

开式中，共好一单项皆被 \，"y n 整除，故每一单项皆被 

i - 1 

整除，也即 

I 

n f 

Yl X i A (Wn). 


令 
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咖， …，欠 n ) 


■ b - 



I 

t (x" … ,x n > = a n k ’ (A ， "• 


则冇 ， 

h 

8) A \ 〜 ，…人 ) 最对称多项式, 

A 

, 

， 9) deg Xl ”„, ， …〆 n )<m-n. 


根据数学归纳法， h f { x l9 —.,x n ) = g f/ (ai t -* 而且 〆 ( a i ，…， 

X 

<*n) 的比重 <w-n. 于是 

/(A , … ， 〜） = 〆 （ a i ，… ,« n ) + , an ) = 5(%, •” ，<*•)• 

¥ ^ 

不难看出， SK% ，…， a„) 的比重 <m_ 我们仅须证明其比重是饥* 


易见 

deg Xi f ..„ Xa g { a lt …， cO^fiKot" …， a^) 的 比重， 

而上式左侧即是/(6, …，、 >的次僉抓，于是5(七 ，…, ct n ) 的比重 

必为饥 • I 

讨论在上面的定理中，“对称”是指 对群心 对称，即，令 
P 为 •^中 的任意元素，定义 

P(/(^i ，…， -^ n )) = /(尤#>(1>，… ，欠 #>(”)）• 

多项式/(&，…, x n) 是对称的，意即对的任意元素 P 而言，下式 
恒成立： 

/ >(/(〜 ••*，、)） = I ( x lf x 2f •••，〜)• 

这种对称也可称为5^ 对称. 如取 5* n 的一个子群 G, 我们也可以如 
法定义 G 对称. 一般言之，只要 G 作用在，…， x n ] 上，即可 
定义 G 对称. 在这一类的群 G 的作用下，上面的牛顿定理不能筒 
单地推广了 • 对这一方面的硏究，现在还在继续开展中 • I 

设兀为 一域. 任取二多项式/00,5^00 €尺[>].在什么条伴 
下，/00与沢力有一次数大于零的公因元呢？如果在整数呼之中 
考虑类似的问题， 一 般反复用“欧几里得算法” 一 即长除^ —^ 
便可求出共公因 数了. 在一元多项式环中，除了应用同法之外， 
尙有一更系统的方法，直接写出二多项式 /OO,0G> 有次数大于 
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零的公因元的充要条件 • 此一方法即下面荽谈的“结式”方法 • 

、 令 /( y ) 及 poo 可写成下列的展开式, 

/(犮〉 = + ( L^y 4- 0 > 1 ^ + ••• + 这 u 灰 * J 
广 Siy ') = ^ + b x y + 6 a y * + ••• + b m y m $ 

其中 ^*»年0, 而 L 可以为 零. 令 A (« y > 为其公因元，且 degA ( y >> l , 
于是有 

f UXiOKsT ) ， -ffOO = POOA ( JO . 

右 00/00 + =0, deg o (^)< n , deg 方 Cy><deg g ( j /). 

我们用“不定系数法”继续讨论 • 设〜，…，〜，心 ，…， 、为变数, 
令， 

泌 00 =«i + «*y+ ••• + wj*- 1 , 

^ Cy> =* + v z p + •« + v m y m ~ l 9 

剡适当 取《1 ，…的値以后， XQ 0 即成 aoo ， Boo 即 
成点 00* 換言之，在下列方程式中， 

5 00/00 +4(1050) = 0, 

■ 

— 可取一组不全为零的値，使方程式对变数 y 

而言，其系数全为零 * 如按照 〆 … 1的系数拂 
出，则得下列一组联立多元一次方 程式： 

广 *- l t a n v m +ff w M tt =o, 

衫 * ^ 1 十厶 1»—1 以 》 + = 0 , 


V l : ^ a i v m-i + •** + 厶 } n-n w » + ^m-»+i w n-t 

+ *" = o 

+ ..•••• ... - 0 


1 I + Mi == 0^ 

此方 s 组有不 全为零的公解的充要 条件，是 其系数矩阵的行列式 
为饕 • 关于此一充要条件， 如凡是 常见的<?,及或 c 时彳读者应 
e 耳熟能详了 • 至于 K 是一般域的情形，这一充翦条 件的证 法， 
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与兀为 实数域及时，完全相同，读者试自证之•如果读者不能证 
明此点•，则应令 x = 或 c, 以了解本节 • 

我们把联立方程组的系数排成矩阵，然后把行与列互相调 
換，称其行列式为与 50/) 的结式，记为 Res v (/(y),gOO\ 
即 

Res〆/ 00, 没 00) 



于是我们有下列关于结式的定理. 

定理 3. 17设 K 为域， /00,pO0€iC[>], 又令 

/(lO = a 0 + ^\V + …、 

g(y> = &o + hv +. + 

则 Res y (/00d(y)) =0 令今 a „= 0 = k 或 /( y) ,ffOO 有一次歎 
>1 的公因元. ' 

证明如果、 =0=々 m ， 则 Res v (/OOjOO) 的第二 
列皆为零，于是 Res tf (/Or) jCiO ) 自然为零.如果两者之 
间有一个非零，则不妨设、年0,证明巳见上文， 

如、 = 0 = & m , 则无甚 可证， 如 fln ， 两者之间有一 
个非零，1则不妨假设、与0,我们应用上文的符号，于是可求出 
—组…， t/ tt ,〜,•••,tv 的不全为零的値.代入 AOO 及 B(y) 中， 
令所得的多项式为 a(30,J3(j0GK[>：L 于是有 

其中(幻 i<d%/0) = 心 如果/幼),夕00无不可逆的公因元, 
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辦有 (/00 ， P(i0) = (l). 即存在 §00^(50€ 和>]，使 

1 =5(y)/(i/) + €(^)#(^) # 

，! I ' ■ i ■ ♦ 

乘以《00，得出 

螽 

GOO +eCy}a(p}g(p) 

_ ••产 I - 11 » ■■ 

= ( a ( j /)500 -芦 00 e ( j 0)/00. 

考察上式两边的次数，必得 aOO = 0 •于是 

■ 

Hif)I(y) = -aoos/OO =0 ， 

即 A ( y ) ， o . 換言之，、 …， Wi ，…, ％的値全 为零. 这是一 

矛盾 • I 

以下我们欲求出结式 ls v ( J ( y )， gO / y ) 与代!/) ， gQf ) 的根的 
关系.，我们用“变数法”来处理这个 问题. 为简便起见，令〜= 

办 m = 1，/00,5(夕）如下式： 


n n 

/(iO = IJ( 夕-欠 i) = 2 a ‘〆 ， 

i * l ( * 0 

m fff 

沢 i /) 二 U ( n ) = 

; - 1 i - o 

此处，、山 2 1， …， s m 皆是 变数. 于是 

•^i = ( - i)"* fcr «_| , = ( ~ 1) W " 1 Pm^}9 

-其中〜-，及〜. ; 是心，…, \ 及的初等对称多项式 • 在下 

■ 

列结式中，如果第一行乘以 A ， 第 iO < m ) 行乘以片， 第 j (j 
> m > 行乘以 x (_ m , … ，第 ( n 十 m ) 行乘以％，即如下式 




< 1 ) 
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a 


n 



1 


*»» 


#»* 



o 

a x a { 



0 … 0 ] xx x 

0 … 0 x x \ 








*•* 





0 1 办 m_l .. ••• 厶 0 j X X n 

w ' 



抑 im A , … ， x n ' i , …， z m 而言，各列都是齐次式，即第一歹 IJ 
坫一次式 ，… ，第 i 列是《次式，…，第 (n + m ) 列是 (n + m ) 次式 • 
M 开行列式时，由于展开式中任一项都是从何:一列中取一项做乘 
积，于是得出，原来的结式是的齐次式，而 
其次数为 

1 + ? + …+ (m + n) - （1 + 2 + …+ ” ）一 （:1 + 2 + …+ 饥） 

1 | T 

: +(w + n)(m + ;i 十 D^ — n^n + 1,) - ^m(m + 1) 

- mn % 

我们将证明如下的定理. 

定理 3. 18用上面的记号，我们有 

> 

Res y (/(j/), 卩 (y)) = n ( x i ^ z o - n^c^i) 

t < ' i 

=< - 1)"11八 2 山 

证明 我们分三个步骤来证明本 定理. 

1) 1^ 1/ (/( 1 ；/)”((7(夕)）是心，|的次数为_的齐次式，证明 

a 上文. 

2 ) XI Oi-Sj) = JX 9 (x i) Res v(/(^). 5 (i/)). 

*. f f 

显然，在兀 [>1, … 〆 n , A ,“.，2 m 〉 P | V 如果 * 年 Z ，则 
9 ( x 0 = n(h 一 q ) 与 

j 

f ^ 

沒有不可逆的公因元，所以 a 须证明，对任意的 I ，我们惊有 

沒 （ rJlResyC / O / Wy )). 

在上文的结式（1>中，第一列乘以 C + % 然后把第丨列与 

< + 1 的乘积加到第一列上，此处 Z 取尽2,3 ，…， m , 则所得 

韵第一列成为 
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i xmxi ) 


ocjOi) i 

I 

I 

I 

I 


I Jf^Cx,) I t XfgCXi) I 

从第一列中取出公因元 P(A)， 立得 

,9Oi)l^ +w Re Sv (/00,p(j0). 

昆然， 0oq)=n(A-q ) 与之间无不可逆的公因元•于是 

士 

I 

必有 

〆々） |Rea v (/(iO ,500). 

3) 显然，的次数是 wn^ResjK/OOdCjO) 的 

i . i 

次数，于是立得 

Re S ,(/(^^(i/)) = ^n^ -zOf 

t.i 

其中以下我们证明 c = U 

令 = JC 2 =…= = 0，^| = 2?2 = *•• = = 1，则立禪 ■ 

a 0 = aj = ••• = flft—i = Of = ^ — 1)*» 

于是由结式 （〗） 立刻算出 

Re3y(/(j/),g(y)) = (-i) m# . 

显然 n (o-i 〉 =( — ir _， 

I I 

故 d 1 ，即 
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^yil(y) - j }( - I 

* f 

系 1 如汜 

/ o /)= 〜 XJ (夕 - 〜） ， 认 y > : 办 mil 以 — 冰 

< t \ 

则冇 

Res y (/OOdOO> =： JI ^^> 

t i i 

ss (-1)**6: n ⑽ • I 

i 、 、 

系 2 设屮，及/尽兀 (i = l , …， n ,/= l , …， m )，、 如果 

/(f) = -a<), QW = - 々 i )， 

则有 

I 

R es v (/Cv), 沒 00 ) 二 (Oi-Po = <n"( a i) 

h 、 * 

i K 

4 =( - vr n K]Jf ⑽ • 

f 

证明系 1 的等式是恒等式，以 a f 替換变数々， 以々 替換变 

教巧即订 • I 

以下我们引入微分的槪念. 

定义 3. 14 设. fw = k [ jO , 此处凡是域.则 /ao 

t 

的导数定义为 

f ’ c 2*〜广、 

i 

定理 3 . is 导紋遵守常见的微分学的定汴如下 * 

1 ) ( O ' =0，此处 <兀； 

2 ) (a/ ( 夕） +k(i0)’ + 

3 ) UiiO(]U)V ^ / 7 (y)j(y) + /(y)^'<y). 
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证明谈者自 I I 
定理 3. 20设 


/(O a 4 )， a t d 

卜 i 

我们定义 /(lO 的判 别式 dis (/(V )) 为 Res y (/(#)， 尸 （ Y) ) •则有 

dis (/0 /)X + fl n ( a :— 咕 

于是 /( JO 有重根的充要条伴是八力的判别式 dis(/00) =0 ，也即 
/(…与尸00 有次数大于零的公因 元* 

证明显然， 仅须证明 

Rcsy (/(50 ， 厂 （ y)) = M ， a 山 

根据上面的定理，知 

I 

(关) RcSyC / Cj /),/^^) = a « IT / 

而且有 _ 

//(友)= ( a » jn (灰- a *)) s = fl »(2 n ^~ a ^)* 

H 

I 

于是 ’ 

//(〜）= a n 

将此式代入 （*) 即得本定理 • I 

例7 I ) 设 /( 女）=义 2 - by + c ， 则有 

f 1 - 办 6 1 

dis(/(^)) =det 2 0 1 

0 2 - ^ J 

I 

= 6 2 - 2 厶 2 + AC - ^ b 2 + Ac ^ - At 
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此处△是一般所谓的二次方程的判別式.如令 

IO) =( 夕 — 4 )(]/一 ( 2 2 )， 

则冇 

办= Of | + Q 龙， C » 

dis(/(y)) 二 （ A-aj^OZjj-a!) 

- («! + 0 2 ) 2 + 4。1<»2 - - b 2 + 4 c % 

有 

+ Gig + Oj ， ft = 0^0^ CtgOj "t* C -- CTjQgOj. 


dis(/(y)) =det 







0 


- 2 a 



= 4 a 3 c - a 2 b 2 - l 8 flk + 劝 3 + 27^ 2 * 

也即 

- ( 七 -a 2 ) 2 (a 2 - a 3 ) 2 (a l - a z y 

I 

= 4(a J +a 2 + a 3 ) 3 a 1 o 2 a 3 

一 + a 2 + a 3 ) 2 ( o 1 a 2 + a 2 a a + 0^ 3 ) 2 

- 18(«i + % 十 a 3)( a i a 2 + a 2 a 3 + c^adc^a；^ 

+ 4 (0^2 + a 2 a 3 + + 27 (0^ 2 (2 3 ) 2 • 

例 8 本节的主旨似乎仅在一元多项式，然而其实际的 应用， 
可以解决多元多项式的问题.我们试取一例，在和: W ] 中任取 
两多项式 /( liO 与经过线性变換，选取坐标，不妨假 
设如下： 

degi y Rx t ^ =degjJ(oc ， .y) =n ， 
deg x y g(x ， y) : deg y gix f y) = m, 

即 
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(w) 






^ l zr 丑 [ Y ] 的比域 = R { X ) y 即一元有理函数域•在 L [>] 中考虑 

' t 

(乂. V )的结式 : 


&;、（/(、』），卩（文，少 ）） 


00 


« 


a 


n 


InW 0 

/ n ^ i ( x ) U ( x ) 


0 

0 


0 0 




a 


n 


in 


i ( r > 


f l Cx ) 


9 raW 




/nOO • 


巇參 * 


h 


qO ) 


«•* 


9 mW 


不雕沾照定炖 18 的® —步骤的证明，证出 

de g 3： ( Res y (/( x , y ),5(^^)))< ttm * 

L!nj 这个不淬式有很好的几何意义，我们阐明如下 ， 如果 x = a 
v ^ P 造在山下列两个方程式 

/(X,^) = 0，办,夕）= 0 

■ 

所定义的曲纟兑的交点上，则 

，( a , j /)=0 与 5(3,^) - 0 


有公解.也即 

Resy(/(a ， y) ， 5(<M0) = 0 • 

…于是 Res y (/ O , jO ，0( W )) 的根是此两条曲线的交点在 r 轴上的 


“役影” • 同现可以证出，由方程式 

Res 2 (/(x,y,2)d(LW)>= 0 



所定义的曲线是 /( w ， z ) = 0 与 P ( w ) = 0所定义的两个曲 
面的义线在 ( W ) 平面上的设影.我们 W 回过头来趼究二元多项. 
式的情形.上面的那个不等式 

deg x (Res & (/(x, i/) ， £r(UO)X 訓 

说明：如果 ResyC / dW . Wxj )) 不足零 彡项 式吋，此阅曲线在 
X 轴上最多 A 存个投影点.〒足我 们有： 

贝朱定理 如*两多项忒 /( w )，,9( w ) 尤次数 大于石 的公: 
因子，则它们定义的两 H ’: l 线於多 ff ⑽个交点， 此处 

n = de gx,y/(-, rn = dc^ x , y Q(^x ? i/) t 

钲明设有多于〖训个交点 • 用直线连接艿中 n ? n + 1个点 • 
选取 W 軸，使々轴适合前面所提到的条件，即不与这些连接线 
相平行 • 如此，则此1个点在 x 軸上的投影皆不相同•根 
据上面的讨论，这是不可能的.所以此两曲线最多只有 nm 个交 

点 • I 

朱世杰在《四元玉鉴》 (1303 年）中，开始硏究多元多项式，从 
二元到四元多项式 • 其中有所谓“上升下降，左右进退，互通: 
变化，乘除往来，用假像眞，以虛问实”，又有“寄之、剔之、 
余笫易位，横冲直撞，精而不杂，自然而然，消而和 会”. 其目 
的是“以成开方之式（一元多项式)也”.这是各种移项变換及消 

元法，最后归结成一元多 项式. 朱世杰发明的方法与本书的定理 
3. 8及定理 3. 17很有关系. 

希方开始系统地硏究多元多项式的数学家是十八世纪的法国 ; 
A 贝朱. 

习 题 

1. 设 K 是特征为0的域.任取 /006/ q >], 证明 

/’ (x) = 0 /( 欠 〉 G • 

如果尺的特征 = p >0，证明 /'( x ) = 0令令存在多项式 o(,xy 
€ ^[. v ], 使 /(：0 = 5( y ). 
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2. 在形式冪级数环凡[[刁]小，我们也 " j 乙定义导数如 
F : 令 fix ') = ，定义 




证明 K [[> ]] 內的上述导数也符定理3 . 19的 h 条 n 质. 

3. 利用定义 ( sr '( x ))’ ： - g - 2 ^), Q r ( x ), 把导数的定义 
推 广到 K ( x ) 及 K (( x )). 

4. 证明 /(幻=1 + x + +… + ^ y 6 及 [ x ] 沒有 重根. 

5. 设域凡包含无穷多个元素，/(\，…， x n ) €凡[、， **•♦ - r «]. 
HE 明如对夂內仟意 fl i ， …， a „ 都有/(\ ，…， fl n ) = 0，则 / = 0. 換句 
话说，设域 K 包含无穷多个元素， /( x 1 f -% x n ) eK [ x lf ^ f x n J , 且 
^0. 则必存在 fl ,. …， a n d 使/(\ ，…， 

6. 以 a i ， …， a n 表示变 7 t ^ i ， …， x n 的初等对称多项式，而 

S k = x \ + x k 2 + ... + xl (/l = 1,2 , …） • 

:证 明牛顿公式 


m 丨 + a 2 s m _ 2 - + ( - l ) m '' 1 a m _ 1 s l 

+ ( - \ yma m = o (m<n), 


s m + a 2 s m _ 2 - ••• + ( - i)"s m _ B a n = o (m>n) # 


7. 续上题.设、表示成初等对称多项式(^…，〜的多项式 


S 


m 



ia l 2 … a 1 

2 n 



i 正明其系数滿足 


(- l ) J m . 


(,i + ,2 + … + ^ 1) ! 





.其中 l - t 2 + U +*** + hin / Z ^ • 
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8. 求多项式 /( x ) = - G 和 9 ( X ) + ax + i )( n >2) 的判 

别式. 

9. 求 /( X ) = x 12 十 2 x 11 + x ID + jc 3 + x 2 - ;c - 1 的判別式. 

10. 设/00,扒 O 是域 / c 上的两个一元多项式，证明 

Re 3;P (/^) = (- l ) m - Res x (^/), 

其中 m cdegA n = deg 又设 K [>]， 证明 

Res a (/, g^z') = Hes^C/, • Res〆/,^). 

11. 考虑/00=^ 3 +払 2 -尤-4的判别式心3(/)，求所有的' 
索数 P, 使 /<>) (mod p) 有重根， 

12. 求 x 2 + m +&= o 及 w - 夕 - s 3 =0的交线在 x - y 平面上 
的投影， 

13. 求下列二元联立方程组的整数解： 

P 

( 5 j / 2 ^ 6^^ + Sx 2 — 16 ― 0 > 

( J / 2 - xi / + 2 x 2 - j /- x ^ 4 =z 0 m i 

14. 用初等对称多项式表示 A , •__,、的对称函数 

2 ( X i - X 0 Z ^ X i - x fc) 2 (^j - ^ fc ) 2 . 


§ 5 埋 想 

在第一章的 § 2、§ 5 及本章的§ 3 中，我们已屡次用到一 
集合 ( fi ， f 2 , …， f m \ 我们用下面的定义给它定名. 

定义 3.15 设及为一环. Z 为及的一非空 子集. Z 生成的理: 
想定义为 

] "，： 及， \f 

( 有限 * 

nm ^ (^)表示之.如果 A = { a lf a 2f •••,、}为一有限集，则 A 
生成的理想（句01用（心，〜•••，、）表示之.当 （/)= /时，则称: 
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7 为 理想. 

一个钚及的理想/与一个群 G 的正规子群 W 的&置相当；即 

两者都是映射 的核. 我们阐述如下. 

定义 3 : ：|6设/0:/为琢及到环尺/的映射 * 如果 P 保 

-持运算关系 r 即对所有的都有 

P( r i + r 2) = i0( r i) + P( r 2 )， P( r i • r 2) =P( r i) * PC r 2>,' 

' - 、 

则称 P 为 A 到^的一环映射. 

定义 3. 17设 P : 尺为一荪映射 • 如/>为单射，则称 P 为 
坏 M 射. 如/>为满射， 则珎 P 为环满射，或称及 ' 为只 的映象 • 
如 P 为单满映射，则称 /0 为一同抅，此时称 及与只 /是 苘构的 ，用 
此-^表示之.如果 /：* 为同构，且有穴二 只％ 则称 P 为自同构. 

定义 3.18 为忍 :尺刭琢以的一环映射. P 的象 im ( p ) 的 

'定义如下： 

b I 

im ( p ) r ： { r 7 ：存在 r 6 及， 使得 〆 『）="}• 

夕的稷 ker ( p ) 的定义如 下： 

ker ( p ) = { r : p ( r )=0’，0’ 是及 ' 的零元 }• 

換言之， ker ( p ) 适 0' 的象源，也可以用厂一 1 “'）表 示之. 

定理 3.21 I )设"：只―以为一环 映射. 则 ker ( p ) 是 i ? 的一 

『理 想； 

2) 令/为尺的理想，则下述关系“〜” 

fj 〜 t 2 ^— r 】 - 厂 2 G 7 

是一等价关系，令艿商集为及"，则 只 / J 在如下的 S 然的' V 么 
( “ + ”）与乘法（“ •” ） 的运算下，自然成为一环，邱所谓斤对 

J 的 商环： 

[ 厂 1] + [ r 2] = [ r i + r 2 ]， L r il * [ r 2 ] = [ r . - r 2 ]» 

迎处 [ r ] 表 示 r 所在的等价子集 I 

3) 令 cn /?—只"的定义为 cr ( o =[>], 则 " Ai -- LW ， 

. fi > er ( a ) = /. 

证明 1) 任取 
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a£(ker(p» = |2 r i a i r * • n， r ’€ 反 〜 Gker(p > 卜 


则有 


p ( a ) = p ( ^] r i fl i rV > ) = ^! p ( r i ) P ( a i ) P ( rf f ) 



^^p( r i) • 0 • P( r :) =0 


即 aeker ( p ). 于是有 （ ker ( p )) 匚 ker ( p ). 反之，显然有 < ker (/5)> 
二 ker ( p )， 故 （ ker (/>)) = ker ( p )， 即 ker ( p 〉 是 /? 的一理想* 

2) 我们先验证〜是个等价关系 • 

( a ) q 〜 f 2 =» =^< - 1) ( f Z - r 2> € (0 = /==^ 

r 2 ~ r i €^ => r 2 - r 1? (对称性） 

( b > 由于/是非空的，可取托从则 () = ()• 托 "）=/• 

于足 〈反 身性） 

h 

( c ) r x - r 2 , r 2 - r 3 =^> r x - r 2 ^ l , r 2 — r 3 e J ==> ~ - r a , 
=( r i _ r 2) + ( r 2 ~~ r 3〉€ ⑺ = ’ r i 〜 r 3. C 传递性） 

于是〜是一等价关系.对于加法及乘法的运算，我们仅仅证明它- 
们足有总义的，读者自证其余环的 规则. 现在我们证明 

I 

[ r iJ = C f/ l J> [ r 2] = [ r ’2] 

—>[ r i + r 2 ]=[ r ’i + "2]及 [ r ， r 2] 

这就:泛所旧“定义是有意义的 ” • 证法如下： 

[，、]«]，[〜]十;] 

=■> r \ r \ = ^] r ’ 2 = a 2 e / 

=>( r i + r 2) - （ r ’i + r a ) - + a >€ O ') = 

V r 2 - r \ mtf 2 - a i r 2 + a 2 r， \ + ^ I a 2€ (0 ~ ^ 

•卜 r 2] = [ r ’i + r ’2 ]， [ r i. r 2] = [ f .’i • r ’2]_ 

3) 显然. I 
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与群论一样，我们有下列的“同构定理”. 

定理 3.22 令只~>只'为一环满射.设 /' 为只，的-个理 
想，令/={「• pcoe /'}, 则有 

1) 了是及的理想， /3 ker ( p)j 

2) 定义 P : 尺 //— 只7厂如下：任取[>]€及//,令 

MO P 是一个同构. 

证明 1) 任取 

°= 2 r i a i r， i 6 = { 2 f i d i r， > ： r i, r i € ^ J 

则有 

p ( a ) = ^ pi ^ yp ^ opir^e (/ o = / ; , 

f 

I 

fip ^ e /. 于尾不难看出， / = (/>, 即 / 是一个理想•又，任取 
.^ eker ( p ), 则有 KiOstTe /% 故 ae /， 即有 J =) ker ( p ). 

2) 读者参考定理 3.21 的 2) 的证明，试自证之 . | 

系如 p : 只— /?' 是一环满射，则有 

- R / ker ( p )^/?\ 

证明取/，= (0)，不难看出，尺7(0)二化. | 

例9设凡 为域. 不妨设想 K = 及或 c . 考虑一元多项式 
环尺 [>], 令 /=0- a )， 此处 ae 凡.经过变数变換《=^-«， 
/ C [ x ] = / f [ u ] # 为筒便起见，不妨即令 a = 0. 此时存 

a : / f [ x ] - *^ L X 2 /( X )• 

'映射是什么？令/(^)=々{) + 々 〆 +〜 + 则 

/(x) -/(0) =/00 - \ = (h + …+ b n x n - l )xe ( '■), 

即 /W 〜 /(0).不难看出 

cr (/( x )) = c 7(/(0)) = [/(0) j . 

而丑有如下定义的映射 A 为满咕映财： 
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A : K [ jc ]/( x )^/ f , 

A (/ [0])=/(0). 

< 借助同构又把 K [>]/ (功与 K 等同看待，则映射 " ； 与/(功在原点 
'取値实无甚差別 • 多项式 /0) 在某一指定的点 x = a 取値，’可以 

看成映射 

/( [ X ]- vK [ x]/(x _ a )^ A # 

同理，在多元多项式环叮心，…，、]中，多项式 / Or ， …， 
1«)在 h A ，…， x n = fl „ 点取値，也可以考虑成映射 

凡 [ x l , … … ， x n]/( x i — a i ，…， x » - a n ) SSJ ^* 

例 10 令 Ac =/ C [ x u …, x n ], 此处 if 是域.读者不妨即假想 
1 = (?,犮或（7.我们考虑下面一组方程式的 公解： 

⑴ /i(^n*",3C») =0, V/j^A. 

,如果乂 =七，… ， r n = a n 适合上面的所有方程式，则也必适合下面 
: 的所有方程式 

ff( x Wn)= 2 f '*• ^ x n)/i( x i f — ,^n) = 0. 

有限 

其中…， 〜]， /»6即适合 

(2) 沒（心， …，、 ）= 0， Vge (^) 0 

反之，因为 zc < yi ), 显然 ( 2 ) 的公解也是 （ 1 ) 的 公解. 于是 a ) 与 
f (2) 的公解是完全相同的. 

我们举一些应用，谁都知道，不同的两个圆最多相交于两 
-点.我们给一筒单的代数证明如下.设此两圆的方程式为 

f ( x t y ) = x 2 + p 2 + a x x + a z y + a 3 =0, 
p(r ,y) = x 2 + V + 办一 + 心 + ft 3 = o. 

:两 者相减，得 

= Oh - b^x + ( a 2 - fr 2 ) y +( fl 3 -& 3 ) = 0. 

•不难看出，幷非零多项式，而且有 

( fCx r y ) t 9 ix t y ^- (/( m ， A ( x , y )). 
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根据贝朱定理， /( w )=0 与吖 x , y )=0 最多只有两个交点 ， P 
是 /(\iO = 0与 SO , J 0 = 0最多只有两个交点. 

进一步说，在上面这个例子中，如果 /( W ) = 0勾= 
0有两个交点，则 h ( x ,^ = 0即是通过这两点的菸浅的方程式 
又如果此圆与此直线仅有一个交点，则原来给定的两饨必定 '® 
切，而 AOc , jO = 0 即是两圆公共切线的方 程式. 

例11在例10中，我们考虑的是求一组方程式:的公解,我 f 门 
也可以反其道而行之：先给定 

JJ" -n R x R X … x/? = {( r i ， r 2 ， *“ ， r n): r i ^ 

的一个 ¥ 集 7 1 ， 然后考虑巧义七，…、]中在 * r 的所有点均取答 
値的多项式的集合了，即 

/ = {/(〜， … I ): /(«, ，… •〜） = 0, V (屮，… , a n ) e ^} 9 

不难 t 出 ' 

(/) = /， 

即 J ' .1。 — *个理想.如果我们)义过来求’ . 的公解，则立得 . 

/ 的公解 => 了 . 

一般 ：;' 之， h 而这个包含式的左 (1 •两侧 幷不相 等•如果两者根 

竚，则称： T 是一个代数多样体(或代数子集、代数簇 

我们取一个非代数子集的例乎*令《=1， 

T={r : : r,>0, ^e^}. 

闪为 r 中有无限多个点，而任一非零多项式/(\)只有有限多个 
根，于是有 

/ = {/00: /(^> = 0, vn>0, r,ei?} =C0). 

而方程式 

0 = 0 

的公解是 h V re 及，即' 

/的公解 

于;不是一代数子集，或代数多样体 • I 
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从上面这些例子，读者可以看出，理想是很重恶的代数胱 
:念，于是，我们把理想加以分类，以便 硏究. 我们有： 

定义 3. 19 1) 由一个元素生成的理想⑷祢为丢理想； 

2) 3 设只 为一交換环，/为一 理想. 如果幷 iU [•包 
含/的理想必为/或及，则称/为一极大理想； 

3) 设/?为一交換环， J 为一 理想. 如果/扣厂，且对任意的 

■ 

元素〜卜当时，必有 aei ■或 k /, 则称 •/ 为素理想. 

例12在域 k 中，唯一的极大理想是 (0). 事实上，在任窓 
域 k 中，只有两个 理想： （0) 及于是， （ G ) 也是域 K 的唯 一 的 

p d I 

S 

素理想. 

反之，设交換环及中仅有两个理想 (0) 及则我们 可以证 
明 R 必 为域: 任取0年 ae 見因为 ( fl ) Ba , 所以00^(0)，于是 

I 

( fl )= i ?， 故 leoo ， 即存在 々 e 只，使心 = i . 自然，為是 a 的 
乘法逆元素.如此得出及中每一非零元素《皆有乘法逆元素.不 
难从此导出及是域，. 

在^[>,夕]中，是极大理想，此处 a ，£>6 C . 而 
Of - fl ) 是素理想，这不难自 “ x - fl 是素元”的事实直接导出. 

定理 5.23 设及为一交換坏，则及中最少有一极大理想.设 
^ e R t 具有下述 性质： 

a’^O， * = 1,2 ，…， ”，•••， 

则有一素理想使得 

证明我们先证明后半部分.在以下的证法中，令 a = i , 

则立得前半部分. 

我们用 Zorn 引理.令 

f ={/: / 是理想， ^ 1 , t = 1,2, ••• ,«,•••}. 

显然有(0)6，，所 以文非 空集.在文中定义半序“<”， 

,1^,2 < r > ^iCZ/2» 

韻们要证明，中的任意链 {/ i } 必有上限.取 


% 
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z = U 0， 

h 

读者试证 J 是一理想•我们 Dl 证 d 吞 7, i = l ，2,'. n , … .假 

若 V 6/, 我们将导出一 矛盾. 因为 7 = U 所 以必有一适: 

J 

当的 m , 使 a a efm ， 这与 / m 的定义相违.如此，我们得出7 6 

根据 Zorn 引理，在义中有一极大元素/ (幷不一定是一个敬 

大理想 )• 设卩 ae /. 假若&和 c 都不属于/,由于/的极大性_ 

则两个理想 • 

{b) + I = {db + i: iel} 

及 ( c > + / = {^c + i ： de^ f * e i } 

都不属于，. 即有 m,l 及 r，s 存在 ，使 

a M - d x b + r , m >0， r 泛 I ， 
a 1 = d 2 c + s , f>0, s0/. 

两式相乘，得 

a m+1 = 4 - d t bs + d 2 cr + rs^I t 

此是一矛盾.所以，如果必有或即/是衆 
理想. 

在以上证法中，令 a = i ， 如法取叉的极大元素 /• 如果一 
理想则必有 = 于是/必 为尺. 所以理想/是一 
个极大理想 . I 

定理 3.24 1) 设及是一交換环，/恐一理想，则/是 极大: 
理想的充要条件是 R // 为域； 

2) 设及是一交換环，/是一理恕.则/是素理想的充要条 
件是只//为 整环. 1 

证明 1) 参考例12•我们令 P : 为（典型的> 坏 

满射.如果 *7 为及//的现想，则 P ( J ) (即 J 的象源）是只的理. 

1 f ； 4 





3 H . 反之， 设理想 /r)/, 则〆/) ( 即/的象） S 只 A 的狸想•子 
是，冇 

n/i 是域令今^//仅有 ( 0 ) 及 两个理想 

♦=#> 理想72/时，必有/= /或/=及 
令+ /为极大 理想. 

2) =». 任取 3,5 eiVL 我们令 S = p ( a >，5= K 6) •卿 

有 

〜5 = 04=^ a *6 e /<^ a 6 J 或 bei 

<#=今3 = 0或 5=0. 

«=. 设 a _& e 之则3_5 = 5,因为只//是整环，所以必有 
fl = 0 或 5 = 0* 即 ^6’或 I 
系任一极大理想/必是素理想. 

从例 10 及定理 1 . 4, 定理 1 . 15 及定理 3 . 9 等处，我们不难体会， 
一 个理想/可以有许多不同的生成 元集， 这些生成元集有良莠之 
别， 而其 基数也有多寡 之分. 有一类特别简单的环是“主理想 
环”， 定义如下. 

定义 3. 20设及为一交換环.如果及中的理想皆为主理想， 
即皆 由一个元素生 成的， 则称 只为主理 想环. 如果 A 同时又为螫 
环， 则称 A 为主理想整环. 

例13零环是主理想环，但不是主理想整环.设 K 是任意 
域，则 K 仅有两个 理想： （0) 以及兀=(1).故尺是一个主理想整 

环. 

如上，设兀 是域. 考虑凡[>0, Z 以及 Z [ i ]. 定理 M , 定 
理 1.15 及定理 3. 9显示了其中有限生成的理想都是主理想，其实， 
我们可以用同一方法证明，及 Z [ i ] 的任意理想都是主 
理 . 我们证明尺 O ] 的 情形， 读者自证 Z 及/ [ i ] 的情形 • 

, .、⑻与/是仄[>]的一个理想.令吖功为~\{0}中次 数最低 
的多项式.任取/00€^\{0},则根据定理 3. 9,存在扒 x ) e * 
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使得 G 00,/00) = (5( x )\ 显然，我们有 

1) 5(x)e(i(x),/(x»c/i 

2) 卩 0|d00=>deg y(x)<degdOO, 

〖然而 A 幻的次数已是最低的了，所以必有 

3) deg 500 = degd ( x )=^( x ) = 叩00， A {0}, 

也即 # x ) 与扒 x ) 为相伴元素.如此立得 do ) 1/0：), 即 / o)e 
< d ( x ^) 9 故有000) = /_这样，我们证明了 是主理想整 

环. 

■ 

作为非主理想环的例子，我们考虑令 / = ( W )， 
侧 J 幷非一主 理想. 所以 /£：[ x , y ] 不是主理想环 • I 

以下我们讨论与多元多项式环兀 [6,6, •••，、]极有关系的 
某一类环. 

定义 3. 21设尺为一交換环，如果及的任一理想/皆可由有 
龈子集生成，则称及为诺徳环* . 

以下的定理给出诺德环的不同的判别条件 • 

定理 3. 25设及为一交 換环. 则下列三条是等同的： 

1) 及的任一理想皆可由有限子集生成； 

• 2) 只的理想的上升的链必然终止，即，如有下列的涟： 

/iCJ 2 C ： … C/nC/nMC ："，， 

其中 Ai 皆是理想，则必存在一饥，使 ' 

/m = ~+1 = …， 

3) 极大 原则： 如果，是 A 的理想的一个非空集合，则7中 
也、有一极大的理想，即，存在一个理想使 

证明我们采取循环证法：1)=» 2)==» 3)=> 1). 

1)=»2) . 如有下列上升的链 

/ x c / 2 c - e /„ c /„ +1 c -. 



我们先证 J 是理想 • 令 


5 = 2> { 八， 

有限 t 

其中八 eh h , eR m 因为/是 A ， …山，…的#集，所以 As 

4.，此处〜是适当的指标.取饥〉則冇/士/饥 ， VU 

I 

因为~是理想，故有 

f ■ 

I 

莉 :（/) c =/. 又恒有（/)=)/，于是得出（/) = /，也即 J 是一理想， 
我 fn 假设 a 适合条件 1) ，则/有一个有限的生成子集•令 
-1 : dgi ， n 应用与上面相同的方法，可证存在一 m , 使 
S)t ~ Imf \f i = 1，?-，“•，▼• 于是 / =/m =/ m +1 = "•• 

2) =>3). 我们假设只适合条件 2), 要证明及必适合条伴 
3). 如叉足尺的理想的_个非空的 集合， 在叉中任取一理想 
y u 如果 G 幷非钗大，剡在^存在一 / 2 ，使 

如/ 2在7中幷—非极大，则在义中存在一 / 3，使 

如此反复选取 ，…， /„，….根据 2) ，理想的上升的链必然 
终止，故知经过有限次数后，必然取得叉中的一极大理想. 

3) ==今1) . 我们假设“极大原则”，然后求证 1). 设/是 
尺的一理想.在/中任取一元素/,，则有 (/ DC ；/* 如两者不等， 
则任取八6八(人）.毘然有 

■ 

( A )^(/ u / 2 ) C /. 

如果/乓(八,/ 2 )，则任取经过 n 次选取八 ，八， 
…，/»以后，我们有 

4 

(/ i )5(/ i ,/ 2 )$"*$(/ i ，/2, —，/ n )〔^ 

如果始终恒有 

/5(八，/ 2 ， … ，/ n )» 


1 R 7 



侧令 

^ - {(/ l 〉，(/ l ， A ), …， ( Jl，f U …，/«)，♦••}• 

在此非空集合，中，显然沒有极大的 理想. 此与“极大原则”相 
矛盾 • 于是得出，经过有限步骤后，存在一 m , 使 

’ = Cfitfit*** ， An )， 

莉 I /是由有限子集生成的 • I 

从下面这个定理，立得 n 元多项式环尺1> 1 ，々，.“,、]是诺 
镏环. 

定理 3.26( 希尔伯特基 定理〉 设及是诺德环，则一元多项式 
苏只 O ] 也是声 德环. 

证明士取和 >] 的一理想/ ， 我们 要证明 /有一个有限生 
成子集.令 

/ n = 存在 fl 。 + + ••• + a B x ” € /}• 

哦们先证/«是只的理想. 

任取 ( D ， 令 

b = c i a ni 9 G a ni ^ 

有限 

驳与对应的多顼式为 

fl 0* + + ••• + a ni x% 6 ,， 

; 侧立得 + + ••• + 〜 〆）€ 7 •故 b^^Cia ni ^I nm 

I i 

吁是&是 a 的理想. 

如令与其对应的多项式为％ + … + a „ x _ e /， 

m 

x(a 0 + fl 1 x+ …+ fl n jc") = a Q x + a x x 2 + ••• + fl n x fl + I ^ I m 

千是有 h^n + u 故 A » C/ n + u 如此，我们得出只的理想的-个 
J ： 升的链： 
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/ 0 C： / 1 C： / C … cz / c / „ + i c: • • • • 

因为及是诺德环，根据定理 3, 25，此链必然终止 • 即存在一 W， 
使 

^n = I m + l = •**. 

以下，我们将选择 J 的一组有限生成子集 • 

因为只是诺德环，所以\都有有限生成 子集. 对々，&,"• 
分別取它们的有限生成 子集： 

’n = (dni ， fl fi2 ， ." ， fl nZ B )， 口 = 0,1 ， 2,… ， W. 

令 /«n/ n2 ，…丄、为与其对应的多项式，即 

f ni ^ ⑴ jJf + "• + d ^^ X n 6 I ， * = 1 >2 ^ ••• 9 ^ n % 


我们将证明 J …， /〜 ，…， / ml ， …， / mL ). 

任取 /CO e 久令 / oo 的展开式如下： 

/(x) =a Q + a 1 x+ *•* + a t x 9 f 

我们对 /( 约的次数进行数学归纳法，如果7 = 0,则 

/(x) J 0 = (/ 01 ， ” ， /oi o )C(/ 0l ， … ， fmlj). 

于是，我们假设对任何次数小于4的多项式 ddx ), 

fl(x) 6 ’=>.9( 欠 ）6 (/oi ，… 

如4<爪，因为 江 q I q …，， 所以存在 C f (* = 1 ， 2， ••• 

A ), 使 

n 

V 

于是，今 


foo - 公以“⑴ ' 9 ( 1 )， 

■ 

I 

则 fr 50 ) 6 / 及 deg 没 ( Jf)<d 根据数学归纳法，就有 

Qi x ) € (/ oi ，…， 


于 H 得 



f( X ) = gOO + ^ (/oil …， 

i 

如 fl > m ， 因为 Q q ^ I q ^(〜1广_,、0,所以存在 A (* = 1,2 … > 
‘)， 使 

= c i a mU 

于是，令 1 

fCx )~^ Cif mi Cx ) y^ n = g ( x ) 9 

则有 sOO€l 及 deggOOCt 根据数学归纳法，有 

总00 € (/oi， …， /«!:■〉• 

于是立得 

d 

/ 00=。00 + (^>,/„,00 I 

系设芄是城 * 则兀 [6, … 〆 《] 是诺 德环， 

证明因为 K 是主理想环，所以 K 是诺德环.用数学归姆 

■ 

法，令尺，•••，％_!]，则从本定理立得本系 . 1 
_ 定理 S .27 设是一个诺德环只的映象，则只 ' 是诺德环. 

' 证明令 P : 是给定的映射.令 

Tj = kcr ( p ) # 

我们将用定理 3. 25的第二个条件，即“上升的链必然终止” 的条: 

件，来证明是一个诺德环， 

任取只/的理想的一个上升的链如下： 

/; c=/;cr … c /：； c " fl + F..、 

「令 /„ =，（/【），即/【的象源.则有 

/oc/jcr^cz-cr/nc/n^e-.*. 

因为及是®德环，所以存在 m ， 使“二/…，….所以丫 I 

P(^m) …， 


即 
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这就 K 明了化足一个诺德环 • I 

例14定观3.26及定理 3.27 证明了许多环都是诺德:琢.例 

如，我们在乎面上取定一条代数曲线，为简便起见，即令此代数: 

曲线为椭3，而且其方程式为 

x 2 r a 2 y 2 — 1 = 0 ， aG R ， 


令 


/ = ( x 2 f a 2 y 2 — 1). 


任取两 多项式 /( I 夕 ） 9 s (. x ^ y ) 6 ^ L x f 如果有 

h 

iK x ， y ) 二 f (乂， y ) - 夕） € ,， 

剡显然， /( w ) 与 5( w ) 在椭闼上各点的値皆相等 • 反之，设 

I 

此两多项式在椭閘上各点的絍皆相等，我们要证明 

h ( x , p ) = f ( x , j /')- gix f p ')^ I m 

多项式 X 2 •!_ 〗显然不能分解成一次式的乘积•如果 

h ( x ， yy 各 I ， 则 x 2 + a 2 〆 - 1与 A ( x ， jO 显然无次数大于零的公因 
元. 按照贝朱定理， A ( xj ) = 0 定义的曲线与此椭圆只有有限个 
交点. 于是，我们可以&椭圆上取一个交点之外的点如 


此，则冇 • 

(I j i- a^b j — 1 = 0, ~ f » 及 l) - 办 i) -^0# 

这与取来的假设不合，所以必然有 

hix ,^ =/( x，iO -*9( x ^) e /* 


拉上所述，我们有 ' 

/ ( X , y ). .9( W ) 在椭项上各点的 K 皆相等 

♦今 /( X 夕），50，夕）在商环 ，夕] //中 

的同一等价子集之中 • 

所以，我们称为椭 MI 上的代数函数环.定理 3.27 证明 
了此环是一个诺德环. 

例15我们举一些非 IS 德坏的冽子•令为 直线及 上的所 
有连续 函数. 在普通的加法与乘法之下,成为一交換坏•令 
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/ n = {fCx) : /wec H ,/(0 = o, 

显然存一永不终止的上升 的链： 

乙5/ 2 堊堊…. . 

所以不是诺德环， 

又如，令 


兀[尤1，欠2,…，％…二 






即为无限元的多项式环.令 “ = 0^X 2,显然有一永不给 
止的链 


趸…堊 / n ^J„ + 1 9 … • 

所以凡1> 1 ^ 2 ，”.，„,".]不是诺德环，丨 

在证明整数环 Z、 复整数环 Z[i] 及一元多项式环 —— 
此处兀是域——的唯一分解定理时，我们总是先证明及 
巧>]是主理想环，然后由此导出唯一分解定理.我们把以前的步 
驟略加系统化，就可以证明以下的一般性的定理了， 

定理3,28设尺是一个主理想整环，则及是一个唯一分解的 
整环. 

证明 我们先证明分解的存在性.这里我们只用到 A 是一个 

诺德环-个主理想整环自然是一个诺德环.任取 R 中一非岑 

可逆的元素 a. 如果 a 不可分解，则 a = 是 a 的分解式.如 

果 a 可分解成而\及〜皆非零非可逆，于是有 

a = b l c l9 ⑷ ^队）， 00妄 （〜)• 

如匕及 h 皆不可分解，则上式即 a 的分 解式. 反之，设 b, 可分 
解成 b 2 *d 2 , 则同样地有 

^1 = ^2^2> (办 1)^ (方2)，（厶 1) 妄 

如此反复推论，逐步 分解. 如始终不能得到 a 的分解式 ，贶 
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勢 必有一永不终止的上升的链 

( fl ) ^ (匕）吳(办 2 ) 5… S (办 n ) S … • 

与诺德环的性质(定理 2.35) 相违. 以此我们证明了诺德环中的 

任何非零非可逆的元素皆可分解. 

关于分解的唯一性，请读者参考第一章§2,彡5及第三章§3 
的定理 3. 4, 3.10，自行补足 • I 


习 理 


1. 证明 ZO ] 不是主理 想环. 

2. 设&是一个整环但不是域，证明^ >] 不是主理想环 • 

3. 证明 Z [ i；l 是一个主理想环. 

4. 证明 Z [ i ] 內任一非零素理想都是极大理想 • 

5. 设/={以化 Me 2 Z }, 证明 Z [ i ]/ J 有零因子* 

6. 设及是闭区间 [>,«»] 內全体连续函数关于函数加法、乘 
法所成的环，是中一定点，定义 A 到 R 的映射 

炉：/(3：)1->/((?). 

证明* 是一个环映射，幷证明同构于及.又设{是只的 
.理想，则存在0€1>乂],使对一切 /(^ oe /， 有 

购=0. 

7. 设 K 是一个交換环，/是 A 的素理想，令 

/[^] = {a 0 + a x x + ••• + a n x n : G ^}. 

证明 /[>] 是凡<]的素理想， 

«. 仿照定理 3.2 fi ， 证明：如果 A 是诺德环，则形式幂级数 
环 也是诺德环， 

9. 如果 K 是 i 若德环，证明 ，…，、: □是一个诺德环. 

oo 

10. 证明（?[[〜，•••，〜，•••]]= 不是诺德 

i - I 

.环. 

11. 如只 是诺 德环，/是只的理想，证明 K // 也是诺德环. 
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12. 如 心是诺 德环，证明 尽 ㊉& 也是诺德环. 

13. 设只是诺德环且为整环，公是一个分母系，证明尺1>也. 
是一个诺德环. 

14 . 设乃是整环尺的一个分母系， / 是与 £> 不相交的理想. 
中的极大者，即理想/云 /=>/f)D 乓〆* 证明 J 是一个素理想. 

15. 证明 Z[>] 的每一个极大理想都可以由两个元素生成* 

16. 证明有限整环必是域. 

17. 写出0[>]/(尤0^ + 1)(^ + 2))的所有的理想《 

18. 证明诺德环 A 的任意非零理想/必然包含有限多个素 
理想的乘积. 

19. 求2[>]/( 4 J 2 ) 的基数及所有可逆 元素， 

20. 令 C([(M]) 是闭区间[0，1]上的连续函数环，问它是 

I 

否为诺德环？ 

21. 令及: ={ fl / 办：办不被2或3整除 }, 问尺 是否: 
为诺德环？ 





第四章线性代数 


§1向置空间 

I 

我们首先给出向 最空间 的定义如下： 

■ ■ 

定义 4.1 设冗是域. 一 个非空的集合 V ,如适合下列条伴， 
侧称为 K 向量空间，或简称为向 i 空间： 

_ I 

1 ) 在 V 中有加法（“ + ” ）， 且对加法而言， V 是一交換群， 
令共幺元为0，称为零向量： 

2 ) 任取 17 1 ^, Hi 一 双项运算-通常称为乘法 

、（“ •”）——存在，使 a - veV ^ 

1 • V = V 9 

此处1是 K 的乘法的幺元（乘法符号“ •”经常忽略 不写 〉 J 
3) 这四种运算——域 尺的加 法、乘法， V 的加法及凡与 V 
之间的乘法一适合钴介律及分配律，即对所有的 
.'!，， 1， 1 ? 1， 2^ ^ » 都冇 

= 〜(¥), (aj + a 7 )v = a x v + a 2 v 9 .； 

■ 

■ 

a ( v f + ^aUi + av u 

r ' . 

如 k v 为 k 內贵空问，则 v 的元素称为向置，&的元素称为常 
.量. 

例1 if ：-； R y R = {(^, , j 2 ) - a i * a 2 ^：^}* 定义 

, W 2 ) + ( b l } b z ) = + 

” (aj ， 〜） 二 y 加 2 〉， c 6 Ji ， 

卞 I ) RxR 成为 R 向 M 空间，其零向量是 （0,0). 在此向量空间 
內，加; K 以阁解如 K : 在平面上取点(七，〜），^"^).以箭头连 
:接原点 (0,0) 及此二点，作一平行四边澎如阌 4.1. 连接谅点及对 
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m 4.1 


顶点，成一箭头，则箭头的尖点即 (a + aA + M . 

同法，我们可以任取一域尺，在 / C 的 fj 次直积 

K n ^KxKx xK ^{( a i 9 a Zf ^, a n ): a { eK } 

中定义 

(〜，••• ，〜） 十 （办！ ，…，& (t ) = (a I + & 1 ,- > a n + b n } 9 

COh ， fl 2, … ， a rt ) = ， ca 2, … 9 Ca n) (C 0 / C ) f 

則 iC * 成为 K 向量空间，其零向量为 (0,0,••.,()〉• 

我们也可以取 K 的可数无限次的直积 K 0 % 

=： if x if x x 7 f x 

在其中定义 

(〜，••• ， a n ，…） + (卜 ，…九，“） = ( a i + \ ,…， fl n + 〜，“•）， 

C ( a n a 2, … ， a rt ， …）= — 〆〜，•”） 06尺）， 

則成为 K 向量空间，其零向量为 ( 0,0, ••• , 0, …）. 

例2设环及3 域尺. 则及自然成为一 兀向量 空间，这因为 
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环的务作强 于向 M 空间的条件. 

于是，多元多项式环兀，巧，•",％]是凡向量空间 • 如果域 
1=) 域凡，则 L 是尺向 量空间 • 例如， C 是 及向量 空间 ， R ^Q 

向量空间. 

例3取一个 n 元的齐次线性方程组如下1 


,^11^1 ^12^2 + ••• + ^in^n = 0> 

^ 21^1 ^ 尤 2 + ••• + ^2n^n = 0 > 


' a n\ x \ + fl n2 尤 2 + ••• + ^nn x n = 0> 


此处为域)•令 

V " = - a i f *•• f X n = a n 

是上面方程组的解 } ， 

. 则显然有 73(0,0,•••,()), 于是 V 是非空集合 • 易于看出 

a r ^^V =^a + P^V 9 ca^V (c£X), 

此处加法与乘法定义同于不难看出， V 是 K 向量空间， 

例4取一个齐次常微分方程如下* 

* 

= ( i ] ^ V (” = L(D)/(x)=o » 

i - 0 卜0 

此处 af /?， /00是 n 次可微实菡数.令 

^ = {/(^)： L(D)/(x) = 0, /00是 n 次可微函数 }, 

则有 0 GV . 于是 I 是非空 集合. 在 V 中定义加法如同一般函敗 
的加法，定义实数 c 与函数 /( x ) 的乘法也如同一般的乘法•不: 
难看出， V 是及向量空间 . I 

线性代数的起源是解线性联立方程组——齐次的或非齐次' 
的. 古中国的数学书《九章算术》（公元一世纪以前）开创了线 
性代数的先河.这本书的方法是把 n 元线性联立方程组的系数 
取出产排成一个“方程”，也即现代所谓的“矩阵” •《九 - 
章算术》的数学术语一直影响到 现代： 含有变数的数学等式被称 
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为“方程式”，员然它还常不是“方”的. ， 

从夂向 M 空间的定义里，我们立刻可以导出 

0 • p + 0 • 口 = (0 + o)y = o • ts 

故 o • u = (o •" + o • p ) — o • y = o • u — o • = o ， 

以及 ( - a)v 十仙 =(-a + fl)y =： 0 * ^ = 0 # 

定义 4.2 i ^ U ^ K 向&空 W V' 的子集,如果 i / 对同柞的加 
法及乘法构成 K 向量空间，则称以为 V 的子空间.设 S 适 V 的子 
集，包含$的 V 的厫小 的子空间称为^生成的子空间 ， 记为 <$>• 
$称为<$>的生成子集戍生成元集， 

讨论如 《是空_1 时，〈幻自然 S 杏空 ㈣ {0}, 共中 父贫 苏向 
: ft . 如 S 不是空集时，我们 " T 以证明 


細 


事实上，令1•.式右侧为不难看出，"确为一包含&的了‘空间 • 
于是，要证明上式，仅须 ill : 明任一包含 S 的子空间必定过允 
如此， U 自然是包含 S 的最小的子空间了.设^ 1 是包含^的-个 


子空冏 ，则付 

■ 

Sciu ^ — yv^s ^ f . 

% 

二 ' Wi 印*, v 〜 e 凡， 

I 

y\ a iVi ^ m f Va t eK \ v t eS 

存限 

r 


习 ■ 

J 

s 

1 . 证明 FL ( n ，/?) 是 /? 向量空间， ■. 

2. 证明域 K 上的所有次数 不超过 n 的 1元:多项式构成 向_1 

F ^ 

P 

3. 证明 [0,11 上所冇连续面数构成及向量空间 • 
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4. 证明 [0,1] 上无限可微函数的集合 C »([0,1]) 构成及向 

最 空间， 

5. 设 V 是向最空间， R ，…， 、是7的子空间，定义 IV 
…， 的和为 

V \ + …+ K tt = {aj + ... + a n ： 0,£^|(1 = 

证明％ + — 4^„是7的子空间. 

6. FL ( n , i «) 中所有第 i 列为零的矩阵的集合梅 
成子空间，以 K 表示之，证明 


FLan f R)=V t + Vi (味 /)• 


暑 


设 v 为向量 空间，…， 匕为子 空间，如果 
+ V 2 + ... +V n , 且 V 中任 一元素 a 能唯一地表成 a =： (^ + a 2 + •••- 
+ 0„(0^^ 4 ),则称 K 是 …, 的直和， 记为 

V* ㊉ _"©\ (这样的&,•",、 称为 V 的直和因 子）. 证 明下述 
三条是等价的： 


⑴7 = 7挪争©匕， 

(2) V = K t +K,+ •« +V m , 且 a! + 巧 + •" + o s = o 

= 0( Vi = 1,2 ，…, n >, 亦即 o 只能唯一地表成 V t ( i « l p 
复, …, n ) 中元素之和， 

<S) K = V 1 + K 2 + ...+K„ 

J 


* v tf\ (s^ i) * ( V *• = 1,2,n) • 

8. 在通常的三度空间中取定一直角坐标系.空间中的点的 
加法以及实数与点的乘法如常，则得到一个向量空间.证明过原: 
点的任一直线以及平面都是子空间；反之，任一非平凡的子空间 
必然是过原点的直线或平面，试刻画三度空间的直和因子之间的 
关系， 

9. 将本节习题 2 中的 V 表成/个子空间的直和 0 =2,3, 
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10. 证明 尺向 W 空间 FL(n,J?) 不能表成沪+ 1 个子 空间的 

扩 i:!r. 

11 . 设 v 是由 n 彳、向量生成的向量空间 • 证明 v 不能表成 
遂于 rz 个子空间的 K 不 

12. V=V, ( T V 2 © … ®\\ .证明 V, + h + …+ V n ^V t 

若冇子空间 ASK ， 证明％ + %+••• + A 不是直和.设以是任 

一非零子空间，证明 A + h +...+^ + ^不是 直和， 

13. 令 

V = j(“ •”, a n ) : a { ^ RO = 1,2,*** ,«), = o | , 

H {(a,a,— ,a): 

证明 / T = K ® 价.试解释共几何 意义. 

14. 设7 是向量空间， t ；, 灰是其子空间，如果7 = ^/11灰, 

证明 

v = u 或 V ^ W , 

15. 证明无限域上的向量空间不能表成有限多个眞子空间 
的幷集， 

I 

I 

J 

■ 

§2基及维数 

设 V 是一个兀向量空间，我们自然有 < v > = v , 也即 V 是 V 

的生成 元集. 所以生 成元集 是存在的* 

定义 4. 3设没是一个尺向量空间 V 的极小的生成元集， 即 

S 适合下列两条件： 

1 ) $是 V 的生成 元集： <^> = ^, 

2) 任取、€$，则恒有 即从6 •中去 掉任何一 

个元素〃，则佘卜的枭合不构成 v 的生成元集，则称$是 V 的一 

纽基. 
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定义 4.4 设$是 / C 向最空间V的一个子集•如果 S 适合下 
列条件，则称 5* 为线性无 关集: 任取有限个 A €夂，心€&则 

2 ^ 0 : H 1 必有 A = 0，V *• 

i 

； 定理 4.1 设 S 是兀向 量空间V的子集，则下列的三条件是 

同等的，因此都可作为基的定义， 

1) $是极小的生成元集》 

2) $是极大的线性无关集， 

3) 5是线性无关的生成元集， 

证明 1)==>2) • 设次是 V的极小生成元集.如有 

h v i + a t v 2 + + a n v n = 0 , 

其中〜不全 为零. 不妨即 令〜与 0. 上式乘以％ 1 ,令 

则得 下式： 

K Vy _ 々 a"2. _ 彡 3"8 -…- ^nVn ~ 0» 

即 V x = b 2 v 2 + & 3 f； 3 + … + b n v nm 

我们将证明也是 V 的生成元集，如此，则 没不是 V的极 
小生成元集，这是一个矛盾 • 于是知道5•是一 个线性 无关集 • 
任取1^<办，则有 

y = 2 c i u i 9 c i ^ K 9 
有限 

如果上式的⑷皆与 h 不同，则自然皆在* svth } 中.于是有 

如果有一…与〜相同，不妨即令… =h. 于是 

V ~ C l U l + ^l C j U J = C l^2 V 2 + *■* + 办 n y n) + 

t ~ i 

此式右侧的，及皆在5\{1^}中，所以仍有 

这就证明了 5\{匕}是V的生成元集.这个矛盾现象，说明了 5•必 
然是线性无关集， 
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其次，我们要证 明没是 极大”的线性无关集•对于任一- 

v ^ v \ s * 因为 5 是 V 的生成元集，所以即存在有限个 
r iGK ， 使 

V " r i V i ^ V i 

v 

即 . 

(— 1 ) V r r i v i - 0 / v ， y i G 汉 U ("}• 

I 

上式的首项系数- l ^ o , 由此证明了 su {〃} 不是线性无关集. 

2)=^0. 设$是一个极大的线性无关集，我们首先要证 
明 《是 "的生成元集 • 任取则 SU {〃} 不是线性无关 - 
集.所以有 1 

I 

仙+2>*〜年0， 不全为零， 

有限 

I 

在上式中，必然有 d ^ FO . 否则此式可以写成 

、参 

2^ i y <=0, 尺) 本全为零， v t ^ S . 

I 

■* 

I 

• d 

i .1 

这与 5* 是线性无关集的假设不合 • 令= _ a i a ^ l 9 则有 

= 2 b i V ^ V i & S ， 

■ / f 

1 

I 

即以 〈办. 于是的生成元集. 

如果 S 不是极小的生成元集，我们将引出一矛盾如下：此时 

I *■ 

必有一使從 \ w > = v . 特别是〃€匕于是有 下式： 

_ - • 

V - a i V i 9 a f G 6 

有限 

移项话，有 - 


<* 1 )^ + 2 = 0 ， v f v i^ s . 

有限 

在上式中，〃的系数-1^0，这意味着 S 不是线性无关集.这是- 
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:矛盾的.所以 S 是极小的生成元 策. 、 

1),2)=>3) . 显然. 3 ) => 1 ). 读者自证 • | 

■■ 

以下，我们耍用第一瓮§ 1的 “Zorn 引理”来证明基的存在 


性. 

定琿 4 ，？设 7 是一个兀向量空间，则 v 有一组基， 

泣明、 是零 向量空 闻{ 0 }, 则空集是 V 的基 • 一般情 

形时，取/如下： 


7 S 是V中的线性无关集}. 

空集， e，， 所以义非空 • 坪朋，非空的另一法如下，巳设 
爹年 {0}, 任取 〜V\{o}， 即 t^o, 我们可证 We 女. 本实 i, 

假若 {〃} 不是线无关集，则存在0乓<1 

■ 

n .1 

_ ■ 11 

avm 0 m 

乘以 fl- 1 , 得 " 


v = (a- ⑷ y = ar l (⑽〉 》 or 1 • 0 ■ 0 , 

这是一个矛盾,所以何也即，是非空 fe . 
在，中定义半痒如下： 

I 


夕 lO?*. 


任取一链罗•令 

夕 = UA , 穸, 


则显然有 

J 

我们要证明如此，则 s 是穸的 上限. 设 s 不是线性无关 
集，则存在不全为零的使 

^ajVj - 0 f dj^ ： K 9 Vj^S = |J S| # 

有限 


令 y j 6 *^n . ^ ^ m 

® 为貧是一链，故有限个中必有某个*5*%包含其余的.不妨 
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令此为 Ae 貧 cjt , 于是有 


^ a i v i = 0^ fljG ^ 不全为零， 

_ 

j 

此是一 矛盾. 故得, 

我们验证了 Zorn 引理的 条件. 子是根据 2 orn 引理的结论 ， f 

p 

中至少有一极太的线性无关集 5*• 由定理4.1，此没必然是V盼 

基 . I 

下面这个引理将要用于建 立向最 空间的“维数”的槪念 • 

引理给定一个向 i 空间V，一个生成元集•及一个线性无 

关集夕、则我们恒有 

汉的基数的基数* 

证明我们用 Zorn 弓|理.考虑如下的集合 

jr ={( T t p t T ^： TaS 9 PoS、/) 是自了到 

了'的单满映射，空集， 

■ 

ru (&\ To 是线性无关集 }.. 

这个集合叉的元素(了，心 了 0可以理解成用 5 的子集了来 替換& 
的子集了％ />的作用是保证了与了 ' 的基数相同 • 要证明本引理， 
无非是要证明叉巾有一元素（『，心以），如此，则以与 5 的一个 
子集了同基数，而这恰足集合论 r l 1 下列不等式的定义： 

夕的拔数1勺基数. 

我们首先耍验 w: Zorni Ji 理的条件.贪『=空集，『’=空集， 

/^ =空映射，则自然夼故义不是空集. 

在又中定义半序如下： 

U;)<(r 2 ， p 2 ,r' 2 ) 

^ T , czT 2 , 且/^ 2 (0=川（(）， MteT '. 

不难看出，符合半序的定义.在义 中任取 一链 
T \ y }. 我们要证明此链在叉中有上限.令了 = = UC ， 

p 的定义如下： 
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p(o = Pi ( o f teT u 

如 能证明 (7\ p , ro 在 7 中，则它自然是该链的上限. 

不难看出， TdS 9 T ^ czS \ /) 是由了到: T 的单满映射.我: 
们來证明 rn (心 vro 是空集.如果 

[ J T i . 干是存在一确定的 I , 使 然而 

SfczSH 

于沿 e 八 ncvn ) =空集.这是不可能的.所以: rncvro . 
是空集.其次，我们要证明 Tu (以\了0是线性无关集.任取有 
限 1、 q ) 2 , … 〆 neruo ^ V ^'). 不妨设~，〜，"•山 el 
••• AeO ^ V ). 于是，适当地选取 m〆 ;= 1,2, …， z ) 后，有 

因为 { ( Fj ， P )} 是 ~ ^链，所以有一 ' T y 使得 

^,er r , r m2 cr r , ..., T mi 匚 T r . 

如上证明，我们有 

S ' T , c ： S f \ T ;， 

所以得出 

t lf hr - f u , t t + ir - , t n eT r [j CS^\T t ) 9 

但是 ' UC ^ V ^) 是线性无关集，所以 Mb …，~线性无关. 
于是 『 U ^ VT /) 是线性无关集.我们完 满地证 明了 or , P ,7^)6 

叉. 

以上验证了 Z 0 rn 引理的 条件. 根据 Zom 引理， JT 中有一极 
大元素 （7，^,^).我们只要证明^=以成立，则本引理即得- 

证. 

假设年以，即 <^ vr / 是非 空的. 令因为 ! ru 
0^\广）是线性无关集，所以 


故 


s / e <7> = 7 生成的子空间， 

= < s \ 
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子是 5 •中至少有一元素 S , 使 
即线性无关集.我们考虑两种可能： 

1) se<^U(5 ,/ \5 ,/ ») 

2 ) se<T\J( ： S^\T^\ 

在 1) 的情形下，令 T * = { S } ur , or *)'= { S } uf , 〆 定义 
如下 I 

p *0) = p ( t ) 9 如果 

p*(s) = $\ 

刻不难看出而且有 

此与是极大元素相矛盾，这是不可能的. 

在愦形 2) 下， S 可以表成中有限多个元素的线 
性组合，即 

(1) S = 〉: + 2 為 〆 !， Gem 

I ; 

I 其中 fl i ，6 j 显然不全为零.进而言之，如果 h 全为零，则与 { s }. 
Uf 为线性无关集矛盾.所以至少有一个心不为零，不妨即令 

于是我们令 r * = { S }uA 再定义 P * 

如不： 

0*(0 = p ( t ) 9 如果 

P*(S) =^1. 

我们要证明(了*，/以下仅证明 t + uc ^ act *) *) 

是线性无关集，读者自证其余各点. 

设冇一个线性方程式如下，其中系数 a , ai ,^ j 不全 为零： 

(2) as :- 2 + 2郎5 =0， f 4€《’\(了*)'. 

f I ♦ 1 

山 f UW W ) 足线性无关集，可知 o ^ FO , 然后由（1),( 2 )两式, 



2 <叫 如 Wi + a V ! 十 2 (⑷ 丫 月队 ： 0 * 

i — 1 

fr : 此式中叫今 o , 而但 『 uo ^ vr ) 垦 
线性无关集，达样，得出一个矛盾.于是，不可能有 (2) 式存在,. 
也即: T * U 6^\(7^ V ) 是线性无关集. 

显然，我们有 

(f ,；3, r ，)<( r *, P *’( r *) o , 

I 

此与极大元素的事实相矛盾， 

综上所述 ，\ 

I 

如果在向量空间 v 中，任取两 组基汉 及汶\则根据上面聆 
引理，我们得出 

$的基数>5*/的基数， 

的基数>&的基数. 

根据集合论中基数的大小的比较法则(参考豪斯道夫的《集论》>, 

有 

• S 1 的基数=$/的基数 • 

于是我们有 

I 

定理 4. 3 K 向量空阳 Y 的注惹两组基都有相同的基数，这 
个共同的基数称为 V 的维数，用符号或 dim V 表示之 . | 

Mi 

例5令 

( 及） ={/00: /00 6 及 i>], deg/(x)^n}, 

不难看出 {1 六 ，…， V }^充)的基.于是，我们有 

dim P n (/?) n + 1 # 

我们令 

/mOO = - 1) ― - m + 1). 

m I 

则有 * deg / m ( x )= m . 

不难看出这是守敬在 
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《授时历》 （1280 尔）中首先使用的一组基.这组基的方便之处可 
只叙明如下.为简明起见，不妨令 n = 3. 任取/00€匕(/?)，丼 
展开式是 


/(x) -a 0 + a t x + a 2 

h 



(X — 




1)0 - 


2>). 


在测定这个多项式的系数时(例如每日午夜，观测某种天象)可取 
工= 0，1，2,3.则数据/(0)，/(1),/(2)，/(3)应有下列关系 


/( 0 ) - 


/⑴= % + 〜， 


/(2)=〜+ 七， /(3) «ao+3a 1 + 3a 2 + a 3. 

钿心的读者可以注意到，上列的系数即“二项展开式”的 系数， 
定义一阶差分 A 00 如下： 

(0) = /( I ) — /(0) = a ” 

^iCl) ~ f C2) 一 /(1) = flj + ^2> 

^i(2) = /(3> - f(2) =a t + 2a t + a 3 , 

所得的系数又是“二项展开式”的系数.定义二阶差分如 

下： 


^2(0) = ^1(1〉_ ^ lCO ) = 

4(1) 二 ^(2〉 — (1) = “2 + 

同法定义三阶差分400 如下： 

J 3 ( o ) 二 4(1〉 — 4(0) 

于是我们有下列展 开式： 


/00 = /(0) + ^i(0)x + 4 2 (0)O(x - 1) 

I 





x(x — 



上而这个方法的好处是仅须把各点的函数値迭次相减，便可得到 
函数/(幻的各项系数. 

对于维数，我们有下面关于几何性质的定理.这里仅证明有 
跟维数的情形_ 
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定理 4,4 设 t； 及 W 是一有限维数的向量空间V的子空间. 
我们恒有 

dimC/ + dimW" = dim<(/[J + dim(C/ 门 

证明不妨即令 <^UW> = V. 显然的，^,也是1的子空 
间.取 un 灰的一组基{〜， …， 以},在以及灰中分别将{匕，…，〜> 

扩充成极大的线性无关集，如此成为 u 及 w 的基 如下： 

{ v lr *'» , vi ，1^ +1 ，…，《»»}是 U 的基， 

{1^，”.，1^,似 1+1 ，"，《^}是1^的基* 

我们将证明忭1,…，的, + /J 是V的基，如此， 

則得出 

dimC/ + ditfiW = rt + m = <n + m-/) + / 

= dimV + dim([7f)^) 

= dim<[/U + dim(U fl^)* 

我们先证这是线性无关集 * 设有线性方程式如下 * 

I 

2 + S b i u i + S ~ Q # 

i J * 

•- 1 

I 

令 V = 2 a i V i + 2 b J U 3 = — 2 C k W k ， 

• i k 

则 yemw . 故 ^ 可以写成代入上式，得 

♦ 


2 d i V i + S CfcM；fc 


k 


因为是 W 的基，所以 


d ； = o , 


Cfc = 0, 


V f^k m 


故 


» 〉 ] bjtij 二一 〉】 Cfc 如 fc = 0( 


k 


又因为 {^， A } 是卩的基，所以 


0, 


b j = Q ， 


W a i ， b i . 


m 



如此我们 证明了 + 1 ，-, u n , w 1+1 ,.», ur m } 是广 个线性 

无关龙. 

其次，我们耍证明这是-个极大的浅性无关集.任取 t ， ev 7 = 

<U u ^>,则有 ‘ 

* i 

■ ■ 

■* _ K • 

把 W 及 < 表成给定的两组基的展幵式，代入上式，得 

. 」 ：;.:， *. r < . .. 

■ 1 、 》 ■. 、 

这说明 y ； , U / + i ; , « n ： , t (； m } 是线性相关集•故 

{ h , !,屮 +1 ，…， U „, W Ul ，…，„}是极大的线性无，矣集，即是 

V 的基 . I , :: 

1 r 

尋 

* - 4 _ 

习 、超 

1 . 视 巧>] 为域 K 上的向暈空间 • 设有 A . ⑻ 

■ 

■2，_", n )， 且心 g A 两两不同，证明/“允 ，…, / tt 线性无关. 

2. 在上题中将 deg 換成 ord , 证明同样的结论. 

■* 

3. 设 三向量 （ l , fl ， fl 2 ),( U , fc 2 ),( l ， c ?, c 2) 线性 

:无关的充要条件是 什么？ 

4. 找出只 3 中四个向量（1,2,3)，（4,5,6),(7,8—,9),(10,11, 
12) 中的所有极大线性无关组. 

1 r 

5. 令 

r • ^ 

(〜，〜,…， a n ) :及，2 a i = 0 • 

^ i-i ^ 

找出 v 的一组 k 基. 

6. 令 F = Z /2 Z (两个元素构成的域)， V 是一个闲准 F 向量 
空间. /中有多少元素？ V 有几组不同的基？ 

7. 设兀为无限域，/为 K 向犛空间 # 证明 V 有无穷 多组不 

洞的基. t « . . 

- ' ^ 4 
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8.3设^是沢向量空间，{~/ 2 广‘,~}为\^的一组基.令 
■ 1 

?i = ^ ii®i + ^21芒2 十 •_• + ^ ni ® n > 

I 

/^2 ^ fl 12®l + fl 22 £ 2 + … + ^n2^ftf 

’ .. qjel 

" a in e i + + ••• + d nn G nf 

i 

■ i 

证明仏,匕， …， f «} 是 v 的基令》(长）式右端系数行列式年 o , 

9. 设有及 3 中的六个向量 = (1，0,0〉，右2 = (0，1，0)， •* 
<0,0，1)，？ 1 = (-1,1,1)， f 2 = ( l ,- l , l ), ?3=(1,1,-1). 

(1) 证明 { fuf *,?*} 是一组基； 

(2) 将表成匕上石的线性组合； 

(3) 将+ x 2 e 2 + x 3 e 3 表成匕 ，？ 3 的线性组合(这里 6 ,«意 , 
^ 3 e /?), 进而总结出坐标变換公式. 

10. 设 v 是向量空间，是 v 的子空间.证明 
U -+ W 是直和专今 dira ( C 7 + W )= dimU + dimW 9 

n ^ - 

13. 求元素取自 C 的所有 nxTi 对称 矩阵所 构成的 t 向量空间 
I 的节数及元素在 C 中的所有 rzxn 反对称矩阵所构成的 C 向量空: 
间研的维数.证明 FL ( n , C ) 

I m 

12. 设 

❿二{(〜，心 ，… 7 ^2 n ) G C 2n \ flj — fl n + j ( V J ^ 

证明 r 和怀都是 C 2 » 的子空间，且 ㊉ 州 • 

设 v 为向量空间 ， il V = h ㊉ VV9 … ©V r . 证明 V lf . 
…， r 的摇的幷集是 V 的一组基. 

1 

* 

， ■ 

.§ 3 线性变换及矩阵 

I _ _ * * 

代数学 的中 心题裔之一是硏究各代数实体问的关系.在线性: 
代数的范围內，我们耍硏究向量空间的线性变搀.丼定义如下 I 
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定义 4.5 设 T 是自 X 向最空间 V 到 K 向量空间妒的一个映 
%,此处 尺是一 域.如果了适合下列条件，则称 r 是一个尺线性 

变換 (或简称线性变換)： 

1) + \ Jv lr v 2 ^ V , 

2 ) T iav) = aT (l f ), 凡 ， y 6 

例 6 设^二尺 3 ，％^/? 2 , 了（〜， a 2 ， d 3 ) = (〜，〜)• 不难看出， 

T 是一个线性变換.这是从三维空间及 3 到平面及 2 的投影 • 

设 V = W = /? 2 ， T 是以原点为旋转心，旋转角为 d 的旋转•不 

难看出了是一个线性变換 • 

设 v = w = c ； w (/ e )， 即一元无限次可微实函数集合.令^为 
微分算子，其作用如下： 

则 D 是一个线性变換. 

■ 

设 V = W = 即一元连续实函数集合•令 为上限不 

定的积分（不妨定其下限为零)，即 

(/( 欠 )） = |* /(^)dr ， 

J J 0 

则 f 是一个线性变換. 

例7解多元联立一次方程组，可以理解成线性变換的问题* 
我 们取三元联立一次方程组为例， 

f a n x { + a 12 x 2 + a iz x z = b lf 

, a Zi X l + a 22 X Z + a 2i X t = b Zf 

a^x y + a n x z + a 33 x 3 = b 3 . 

:这组方程式的系数决定一个线性变換 A : 我们把 沢 & 

■ 

<中 的向置写成三行一列的矩阵 
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► 


令 


A 


■ ™ 



「^ a ) 2 X 2 ^ a \ 3 X 3 

x 2 


| — 

^ 2 X ^1 ^ ^ 22^2 ^ 2 ：^^ 

' i 

J 

• 文3 - 

/ 

T 

_ 泛31欠】+ + 1 


于是，原线性方程组可以写成下式 




X 




3 


如此，则有 


2 


6 4 


的象源< 


如果此象源为非空的，则原方程组有解， 

给定凡向量空间7及，.考虑所有自 v 到 w 的线性变換的集 

合，以表示之 • 在此集合內，我们可以引入一种自 

M 的 K 向量空间的结构 如下： 

设 U 2 ， T e Hom K (\ MlO , KA ， 定义 

( T 1 + 『 2)(0 = T i(v) + T 2 (i;>, \f V ^y p 


(aT)(v) = aT(v), 


we 匕 


不难看出，成为凡向 1 空间 • 

如果 〆=州，我们在 Hom K (l/，\/) 中，尙可引入一个乘法如 


T 


(7\ 々00=7^2(10)， 


邦中厂1，心 G Hom K ( l / ， V >，u ^ V m 对于此乘法，如下定义的么 
线 性变換/ 


/(y) ; I /， 




A 然足乘法的幺元 • 不难看出， Hom K (V , V )成为 —环. 综上所 
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述，我们有： 

定理 4.5 Hom K (V,W) 是 7T 向量空间， Hom K (V,lO 是环 . | 
我们任取 V 的-组基{~}及 W 的一组基{叼}, 定义 线性变 
換$ 如卩： 




如果 * = s ， 
如果 l : i FS . 


定理 4.6 如果 dim V " = n < oo，dim = m < oo , 则泛 
Hom ^ V ^ HO 的一 组基. 于是 

dim Hom K ( V } W ) - ( dimK )( dimiy > ~ nm t 

证明 1) 我们貧先证明 {3!} 是线性无关集.设有一线性方 
程式如下》 : 

2 * 0， . _ 

J * T 

"" I 

•k 

其中0表示零线性变換；则对任意的 s ， 有 

2 a U A U v s ) = = 

■k 


因为{%}是基，所以得出 ^ 

a $i = 0， V 这 ，1 • 

2) 我们要证明{《•}是一个生成元集.任取 

U 

设取 p 如下： 

I 

x 

._ 

U f 

立得 


T ^ v 9 )= TCv $ )-^ buA ^ v ,) 

■. i 
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t ， 

任取 p = s 9*， 则有 r » S ） = 0 •所以 

v s 

’•- 2 办“〜 =0 . 

i 9 ? 

■ 

■ 

_ - t ■ ■ 

上式证明了{4}最_成斥集.报据定理 4 .1的 3 >，即可知 .{#} 是 

Horo K ( V ， W ) 的一组基 • ’I 

讨论如果 V = W 及 dhnV = oo 时， {4;} 不是生成元集.例 

I 

如，乘法的幺元 /只能 薄成3 、: ^ 、 

— - p ' v ' 


而上式取和时有无踉多项.在木谈极被槪念时，我 们不能 取无艇 
多项的和 V 闼此上式是沒有瘰义的 ., 

从抽象的代数实体，到具体的代数模型，我们需要寻求一种 
“表示法”或“坐标系”.为此我们引入 如下的 定义， 

定义 4. 6设 p : V — W 为线性变換/如果厂^满单映射时， 
则称 P 为 同构. 如果 P 为同构，且灰=兀*，则称 P 为 V 的一种表示 

r -. r . 

法或 幸标系 v t 

' 讨论 i ) 如果 /) 为则其逆映射 / r * 1 也是线性变換，因 

_ 

.此也是同构. 

2) 如果 P : V —州 是同'构，令 {〜} 是 V 的一组基，则不难看 

在 、 • • 广 ■ 

出{ 〆 〜）}是 灰的一 组基.遠此我们恒有 

dimV = dimV ^ 

反之，容易看出， （ 如果，和从都是凡向量空间，且 dimV = dim 州, 
则 V 和 W 之间存在一个同构. 

3) “果 dim 7 = 00,我们可以用別的向量空间当成代数模 

I 

型，得出 V 的表示法或坐标系. 


t 
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定理 4.7 i ) 设 dimV = n < oo ，{ h } 足 V 的一组基，则如下 
的〜 足 V的一种表示法（处标系）： 




_ 



£ K \ 


2) 设 dimVT = m < oo，dimV = n < oo . 定义 pu : 如 

上.设{^}是 讯的一 组基，同法定义 Pw : 如下： 



則 PvtPv> 自然引生 Hom K (V ， W" 〉 的一种表示法 Pt? w 如下： 

P vw ： Hom K (V, W)^Uom K (^K n ,K m } =FL(m,n, 尺 ） • 


i ) 



I 


eHom^(/f* ， K n 〉， 


P|?it? (2 c i t ) = 2^1 }) 


* 


c 


^21 C 22 


C 


in 


•■春 


c 2n 







m 
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土商的 m 行 V 乳的矩眸中， 除了第 J 行第 i 列的元索为 1 以外， 
其余的元素皆为零.在这里，我们已把认同为 mx » 
阶矩降的 : S 合 FL(m,n ,iC), 

3) 以上我们定义的适合下列的关系式：对任意的 T 6 
Hom K (V r ,HO ， 有 

了⑻ ⑻， vuev . 

也即是使下列图形是“交換的”一顺着不同的箭头所指的路线， 
依次使映射作用，则恒得同一结果： 



4) 当 K = W 时，令 FL(?i,iO = FL(n,n,/C ). 以上定义的 
Pm 也保持乘法，即 

PvvC^l 0 ^ 2 ) = PvvC^OPwC^t)% 

上式右侧的乘法是一般矩阵的乘法，于是 

Pvv' Hom^CV^^-^FLCn,^) 

是两琢的一个同构. 

证明 读者自证之 . 丨 

在代数学中，两个同构的数学实体常被认为是相同的.在这 
种意义下，硏究有限维的凡向量空间以及由 V到 W 的线 
性变換集 Hom K (V ，^), 就是硏究 / C ' P 及 FL ( m , n ， TO .很 
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fi 然，一个线性变換 T 的矩阵表示式昆猫 V 的基及 PT 
的基化 /} 的选取而变化的*词^线性变換 T 的不同 的矩阵表示式 


之间，适合下面的定理暴 

定理 4. 8:任取 F 的两组基伙灰的两组基 {%h 
K }- 令了6仏1^(7^),则有下列关系式（参考定理4.7): 


^ — Py / 1 PvwC^*)Pv ~ Pw * Pv * W f ( r ) PtJ ， ， 

即 〜 tyCO = O^PWV IiT < T )(Pv^ P^ l ). ( 

■ 

I 

此处 p vl p : l ' n 是两个自’同构 • 反之， 
i ^ A ： K ^ K \ B : n 是两个自同构,则^有一组基 { d }, 

w 有一组基{<}，使 

Pv>Pwl = ^» P V * P 7 ，; = 5 _1 , 
p rU) (T) =^A(p v * w *(T ))5-!. 

，证明我们仅证明其后半部，前半部是自 明的. 如果我们能 
钲齒存在一组基{<}，使知 〜 i = ' 则同法可证存在一组基 
{^!}| 使 于是有、 ★ 

Pv * p ^ - 


i* * • - 

女 i 此,则本定理得证. 

因为乂是 r 的自同构，所以 其缚线 性变搀八- 1 是存在的* 
分别'写出 乂及士 1 如下： 







于是令 


；= 拿 ， / = 2, •••,«, 


或写为: 


- - 

»* 


- 2Xa ' 

| 

. »】 X 

«V 

• 

• 

m 


• 

« 

« 

: 

» 

- K - 


_ 2hm 似 •- 


- * 


其中 





即 A T 是/的转置. 于是有 







• 遞 

■ 

一 ㈣ 

似 2 

« 

• 

镶 

=( A^y 

w ； 

• 

舞 


S ^ sZ^i 

0 

# 

w m 

Up « 




— * 


(请注意 ( A 7 ■广^ ( AW )' ) 显然可证忡〗}是 w 的一 组基. 于是 

的一个自同构，我们要证明这个自同构 
与 A 是相等的.首先我们用这两个自同构作用在的标准塞 


上，即 





r 


19 ^ 





PwPw* 


1 = Pw( w D = P-a;(2 a f i^t)= 

0 





a wii 


j 


式中 A 和 Pv ) pH 所作用的向量都是第 * 个分量为 1 其它分量均为 
0的标准基向量.于是有 



吁是本定理得证 .I 
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系取{〜卜 ㈣}, {<}«}• 则一线性变換 
t ^ h 0 « i k ( v 〆) 的两个矩阵表 示式〜 (r> 及 w <T) 之 间缚合 

下式 s 

- vv (T^^Ap vfvt iT)A-^ 

此处 A 是/^的一个自同构，反之，如已有矩阵 A/, 使 

^v(^) = AMA' 1 , 

则有基 K}， 使 

M = p v f v f (jT). 

证明易于自上定理导出 .I 

i： 面这个系的含 意是： 域夂上的两个矩阵是同一线性变換 T 
€ Horn〆!/，V) 的不同的矩阵表示式的充要条 件是： 这两个矩阵 
是“相似的”. 

定义 4. 7设 A^iVeFLOi，) 为两个 nxri 矩阵，如果有一 
个^的自同构乂 兀)， 使下式成立，则称 M 和 W 为相似 
的： 

N = AMA ~\ 

I 

■ 

小难看出，矩阵间的相似关系是一个等价关系，一个等价子 
集表示一个线性变換同一个等价子集中的矩阵，从表面上看, 
是繁茼不 同的. 于是，产生了如何从一个等价子集中，选取茼明 
釣、显现线性变換特性的矩阵，以及如何判别两个矩阵是否属于 
词一等价子集的问题，这就是矩阵的“标准式”的问题，在 F 面 
几节，我们将处理这个问®, 

例8 取一常系数的常微分方程式如下, 

d 2 /. d/» , . 

⑴ — _ . _ a —. = b f u 

今 



剩 （I ) 叮改写成 卜而 的-阶常微分方程组 
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料 , 


( 2 > 


dx 




fl / 2 如 &/ 


或写成向量方程式 


(3) 


d 

dx 


琴 




^0 


C 






lw 


类似地， n 阶的常微分方程式 


(10 


dVi 

dx n 


dx **' 1 


d 7, 

Ijc 7 ^ 


泰 《* 


dfj 

"die 


^/i 


也可以改写成下列的 （30 



如有 C / = AC 〃 A -％ 

i •- ■ 

令 



- /i - 


-Q\ • 



■ 

•9 、_ 

A， 1 

h 

• 

* 

• 

= 

9 2 

« 

• 

• 

， 

f % 

p 

« 

m 

參 

= A 

9z 

擊 

擎 

• 


• /n - 


-dn - 

i 

i 

-h. 

• 、 f n • 


• 9n 


则任意的一阶常微分方程组(此处的矩阵 C / 不限于形如（ V )中 

I 

■ ■ . 

CO , 
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t 






，将其两侧乘以 A — 1 质，+都可化成 



* 9i ' 



d 

■ _ ■ F »__ | 

9 dx 

h 

9 a 

• 

■ 

• 


9 2 

h 

• 

• 

華 


^ 9n ^ 


* 9n - 


适当选取 C 〃后，此一阶常微分方_组有时很容易解出 • 我们试 

尜 一例： _ : ： 



4从线性代数我们知道下式 


令 



= AC f/ A~\ 




则 A ，女 2 满足的方程戎为; 




，此方程式 易解， 得 

h 

L 
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K Qi = kt ^\ 

于是 

/•- 六“' A =六七’ + 六“' 

习题 

_ J _ 

1, 设〜， e 3 ,L ,匕，6如§ 2习题 9. 设有线性变換7\ 

使得 

_ ■ 1 

T (右 1) = + 2石2 - 3多、， 

T ( e 2 ) = 2 £j ^ 3 e 2 + e a > 

l 

r ^'(.^s') = £] + ^2» 

写出变換矩阵 P tt ( T、h (7). 验证、 ( T ) = A Pt [ ( T ) A -\ 
其中 X 为由基 { e ,, s 2 ， e 3 } 到基 ( U 2 ， f 3 ) 的过渡矩阵，即/满足 

Cl ， f 2， f 3) = ( 右 1 ，芒 2 ， ®3)A* 

2. 设 A 为二阶复 方阵. 在 FL (2, C > 中定义变換 T 如下 t 

T(X^=AX^XA f A^FL(2 ， C：)j 

(1) 试证明 T 是线性变換； 

(2) 取 FL (2， C ) 的一组基 如下： 

fi i = 

®s = 



it 3? Hi t 在这组基下的矩阵 〜 t ( r ). 

设 A 是两个 nxn 矩阵， 3 S ^ A { AB ^ BA ) (AB 

- BA ) A m 证明对任何正整数 r ? 而言，恒有 

A n B-BA n ^nA n -HAP - BA) m 

4. 设 A 足 nxn 矩阵， / 为 nxn 阶幺矩阵 • iit 明，如果 • 
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A 2 (I^A)=A(1-Ay f 

I 

则 Z 必足幂幺的 (idempotent), 即存在正整数 n , 使得久 

5. 令 

C= {A ： AeFL(2,C), AB = BA, V^6FL(2,C)}, 

称 C 为环 FL( 2 ， C) 的中心 （ center ). 证明 

C= {A /： AeC}, 

其中 / 为 2x2 阶幺 矩阵 . 

6. 设是向量空间 K 的线性变換 • 如果 A + J9 

和都是可逆的，证明存在线性变換 x ， y ， 使得 

AX + BY = C f BX+AY=D m 

,7. 设 A 是向暈空间 7T" 的线性变換 . 我们称 dim(im(A)> 

为 Z 的秩，记为设又有线性变換使得 AB = 0 , 证明 

r(A) + r(B)<n ； 

8. 设 / 为 nxn 矩阵 • 如果 A 2 = A, 则称 A 是一个投彩 

(projection), 令 

cr: R n ^R\ 

(a! ，… f a n )h~*(a i ，…， , 。 ，…， {))• 

证明 a 的矩阵是一个投影 . 

9. 参考上题：设乂是一个投影，证明 A 也是一个投影， 
这里 / 是幺矩阵 . 

10. 设线性变換 A 是向量空间 iC” 的一个投影，证明 

K n = im(A) ㊉ im(/ - j4). 

11. 设/是向量空间 V 的一个线性函数.定义线性变換 

n 

■^(”）= 

其中 是 V 中一个确定的向量 • 试问如果 A 是一个投影，/及 
^0 必须适合什么条件？ 

12. 下面的两个矩阵是相似 的吗？ 
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13. 若 A 是可逆矩阵，证明 AS 与相似. 

14. 若 Z 与 S 相似， C 与 D 相似，证明分块矩阵 


^ A 

0 • 


- B 

0 " 

- 


与 



_ 0 

C 


_ 0 

D 

■ 


相 f 以. 

15. 设 x 矩阵与 B 相似，/00是一元多项式，证明 /( a ) 与: 
/( 5 )相似 • 

ie . 找出两个矩阵乂，使得 w 与丑 2 相似，但 A 与5不相] 

I 


§4模及主理想环±的祺 

- | 


一些数学与科学上的问题，如果局限在小范 围內， 常常越弄 
越繁，不容易理出头绪来.另一方面，如能打破框框，走入更广 
阔，因此也更抽象的道路，则有时候立见眞章了.对于矩阵的= 
“标准式”的问题，我们采取扩大范围考虑问题的方法，引入如 
下的定义. 

定义 4.8 设2是一交換环. 一 个非空的集合如适合下列 
条件，则称为&模，或筒称为模： 

1) 从中有加法“ + ”•而对“ + ”而言, M 是一交 換群. 令其 
幺元为0> 

2) 任取 flG 及， tneM 9 有一双项运算（通常称为乘法“ > 

存在， 4(! ^ - 及1 •: / n ; m ， 此处1是及的乘法的幺元(乘 



祛符号“ •”经常忽略不写）； 

3) 这四种运算:交換环只的加法、乘法,从的加法及及与 M 

之间的乘法都适合结合律及分配律，即 

% 

(W)m = a 1 (fl 2 m ) j ( fl i + a 2 ) m = a \ m + a z m f 

a( s m i + m 2 ) = am l + am 2# 

讨论比较定义 4.8 及定义 4.1, 模与向量空间是很类似的. 
其主耍差别是模 M 只要求一个交換环及作常量，而向量空间V是 
有一个常数域作常量.例如，向量空间的最重要的槪念“维数”， 
躭不能完全地推广到模上.参见下定义. 

定义 4. 9设 i ‘ e /} 是模 M 的子集.如果 M 的任意 
戋素饥皆可写成 

^ 1 , 

V 

C 

m « . dieR 9 tHieS, 

有限 

则称 s 是 M 的生成 元集. 如果 M 有一有限的生成元集，则称 M 是 
有限生成的模. 

讨论及 O] 是一个及 [>] 模.此模可以由 {1} 生成，也可以 
由 {H-r} 生成，即 

/0) =/(x) • 1; 

foo =/00 • x+/00(l -X). 

不仅 {1} 是 R[>] 的一个极小生成元集，而且{\1-对也是，即从 
{H- 4中去掉X 或 1-6 则其“余集”不成为生成元集.如 
此，这两个极小的生成元集有不同的基数，与向量空间的情形很 
不一样 • 因此，模的“维数”的槪念，不能像向量空间的维数槪 
念一样地界定了， 

例9设及为一交換环， J 是及的理想•则/自然是一个及 
模.于是， 关丁及 模的任何定理皆适用理想 /• 反之，任何巳知 
的关于理想/的定理，也应该验证能不能推广到模 
设/是只的肆想，定义&费商环只//上的作用 
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dpir ) = p ( ar ), 

这 m 0 是 fi 只到及 // 的與型映射， R / l 因此成为 i ? 樓， 
设…，皆是尺模，则… xiW „ 也是只樓，其运算定 
义如 F : 

(爪 I ， … ，饥 n ) + (< ,，•• ,》0 二 (爪： + < ，、• •，爪 n + O , 

， m n ) : 0%,…, 

例 10 设 G 是交 換群. 则 G 自然成为 Z 模如下： 

nQ =汉 + 5 + ••• + 及， ~ ^-9 = C — + ( — ^) + •** + ( — g') f 

ne ^, 00 ， ，d 

上二式右侧的项数皆为 n . 

例11设向量空 
间上的线性变換.则通过 A 的如下作用，兀"成为一兀|>] 模： 

fCx)v = f(A)v f V/W€^W, ^eK\ 

上式是 /( x )〃 的定义，其右侧自然是 

/0=(2〜十 ） v = 2 ai ( A …〉， 

\丨 f i 

此时 fix') = 2 a i X< * 

_ 

( 

对于不同的 A , 用上法建构的模 V , 就集合而言，是同一集 
合某环也是同一环凡 !>]• 但是，环艽 [>] 与集合之间的 
乘法是因 A 而异的.所以如此建构的模也根本不同了.我们正是 
要从这些榄的盖异处，导出 Z 的 “初等因子”、 “挠因子”及“若 
当标准式”.其详倌请见下一节.现在我们要举例以更具体地显_ 
示这些模的差异性.以下设 n = 2. 

1 ) 设 r 1 0 1 

L 0 1 -1 

则 

Kx)v = (^ 吟 =(^>‘ 今 = ②分 • 
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即其乘法的洁果， R 是乘以常级不难看出，此模的生成元 

■ 

i 

集的甚数 最少是 2. 






不难看出，此棋可以由 



生成，即 




= (^1 + ^ 2 ^) 


w 



一般 的樓的理论是 很有意 义的，我们为了解决线性代数的问 
题， 主要 考虑环 R 是主理想环时模的理论.因为 z 及皆是 
主理想环，所以，以下关于主 理想环的模的定理皆适用例10及例 
11 中所 举的交 換群及向量空间，然而，为了淸晰明 白地叙述数学 
证明， 我们先给出-般的榄的理论所用的术语及 槪念，然后再硏 
究 E 是主理想环的持殊惜形. 

定义 4. 10 议 M 是只模 . 如果 M 的一个非空的子集斤对同 
样的加法及乘法也成为模，则称 W 为 M 的 子模. 

定义 4. 设 P : M — AT 是自 i ? 模 M 到尺模 M ' 的映射. 

如杲 P 对于交換群 A/,M _ 而言是群映射，幷且保持其乘法 的关: 
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系，即 

p(am) = flp(m) , y a^R, th ^M , 

则称 P 为模映射.设 P 为模 映射. 若 P 为单射，则称 P .' 为模单 
射；若 P 为满射，则称 P 为模滿射；若 P 为单满映射，则弥 P 为 
棋同构，此时称从与同构. 

设 p : 是模映射，则 P 的核 ker ( p ) 定义为 

ker ( p ) = {m: m GM , p(m) = 0^ ： M / } m 
於的定义为 

r ■ 

im(p) = {m / : m / 存在饥 6 M ， 使 p(^) = m ’}. 

以上几个槪念，巳在群论、环论、向量空间论 中反踅 出现. 

t 痒是代 数的基本槪念 • 以下我扪也弯如常地导出“] s 模”及 “m 
i 理”等等. ‘ 

设 iv 是 M 坤子％单就加法群的结构来硏究,：商群 M // V 自 
然是存在的 • 七容 易着出也自然地是模.我们定义乘法 

如下 * 

a[m] = [am] , VK 只， MeM/N. 

我们 先验证这个定 义是良 好的.设则 
乘以 a , 得 

L 

am x - am 2 6 aNczN f = Z am zl . 

所以 这个定义是良 好的. 很容易验证模的定义(定义 4.8) 的其余 
条件 # 于是我们有 

定义 4. 12设#是 M 的 子模. 则 A / 对于 W 的商模定义 
为， Af / AT 的群即商群 Af / iV , 乘法为 

a [ m ] = [ am ]. 

定理 4. 9 设 为模映射 • P : M / ker ( P )_> im ( p ) 

定义为 

〆 !>]) = P (^0. 

则 P 是一单满映射•于是 A // ker ( p ) 与 im ( p ) 同构 • 如果 A / 
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皆是尺 髙董空间， . P 是线性变換，则恆有 

dim M = dim ker(p) + dim irrf(/)) # 

证明我们仅证明此定理的后半部.任取 ker ( p > 的一组基 
{ h ， ……如 ker ( p ) = {0} 时，其基为空集 >，把它扩充成 M 的塞 
{〜，••• ，…) • U { A ，… , U n , •••}, 我们喪证明{ 〆 〜），…， P ( u n )， 
•••} 是 imO >) 的一组基.如此则有 

dim M = { q , …… } 的基数+ { u : … } 的堪数 

= dim ker(p) + dim im(p) # 

显然的， { poo , •“ ,/5(*^),"*}是^(/))的生成元集，所以我 n 
仅须证明它是线性无关集.事实上 

= 0 =»p(2 a i U i ) = ° 2 a i Ui e ker ( P 〉 

i 、、 i 

s 

f 1 

而 {L … … } U {h , ••• ， 〜，… }是 M 的某， 所以是线性无关 
集，故有 

■) 

fli=0 ， —0, ViJ 9 

所以 { P ( W ) ,… f p ( u n ) f … } 是线性无关集 .I 

如果 M 有子模及 M 2 , 使由典型映射 p : M ^ M / M , m 
生的映射 P : 同构，则然有 

1) A/j D-^2 = {0}j 

2) 生成 M . 

反之，如果％,从 2 适合条伴 l ) 与 2)， 臥! Af 2 — Af / A 是同 
称.请注意，1>,2)对于是对称的，所以我们也有与 
M / M 2 同构.在此情形下，我们称 M 是 M T 与从 2 的直积，它与 
A / jxA ^ 同构， 

一种重要而且筒单的模是“自由模”.我们仅硏究有限生成 
的自由模，定义如下， 
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定义 4.13 任何与 = RxRx … xR 同构的及模 M， 称为 

<有限生成的）自由 R 模. 令~ = (1 ，()，••• ，0) ，…， = (0 ，…， 0，1， 

◊ ，0〉 ，…， ％ = (G〆"，0,1〉6P，p: R n -^M 为同构映射•则 

■ 

% 

称{/ 3 (石1)， … ，〆〜），••• ，/ K%〉} 为 M 的一组基. 

给定一个只模 M， 则共不同的极小的生成元集不一定有相同 
的基数 • 在自由模的特殊情况下，基的基数是相同的 • 我们有如 
下的定理. 

定理 4. 10设 M 是自由 JR 模，令/X 化 —JVf 及〆： R n， 

是两个同构映射，则即自由模的基的基数是相同的. 

证明在只中任取一极大理想 /( 参考定理3 .23). 令其商域 
及 /J 为兀（参考定理 3.24), 又令 

N = I • M = • tj^l r mj 

1 有 pa 

不难看出抛是 M 的子模，于是商模1=从/7^也是及模.不仅如 
此， L 也可以自然地成为一个兀向量 空间： 令只中的元素为〜 
ft, (?,•"， 尺中的元素为 …， 从中的元素为 Wl， W 2, 
•••, L 中的元素为 … • 则可定义 

M [ m t ] = [ am ^ , VM 6^, 

当然，我们应该验证这个定义是良好的 • 这是不难的，令 

[mj = [m 2 ], 

pj b - aQl , m 2 - m 2 e ^. 

于是 

am 1 - bm 2 = a( t m 1 - m 2 ) + (a _ b')m 2 ^ iV+ / * M = AT # 

所以这是一个良好的定义 • 同理只 7 J • 1 ^也是 X 向量空间，事 
实上就是考虑 P 及 〆 两个同构，它们引生了以下两个向 M 

空间的同构： 

K R 对 L , K nt 

于是 n = n'. I 



定理 m 设 M 是 i ? 模，则 M 是自由 
模以 H { m 】， 爪 t , …，爪》}是从的基的充要条件是：卜1,讲2, … ， m »} 

是的 ' f : 成元集，以及如果有下列等 式时： 

a x m x + a z m z + — + a a m n = 0 ， a^R ， 


则必有= a 2 =…= a n - 0 # 

证明如果有 p : 为同构映射，使 

P ( 芒 l) = 饥 1 ， pC^z*) ^ ^2 t … ， P(^n) = 爪 II ， 

此处 

心=(1，0，“、0)， 心 =(0,1，0, …， 0)，…，汐 II = (()，•••，0,1)， 

则有 

) = b i ^ R * 

而 P 为滿射，故{%，爪2,…， m n } 自然是生成元集.又，如果 

■ 

= 0 , 

t 

则有 

) = =0 - 

^ i i 

而 P 是单射，所以必有 


( fl i ， fl 2, …， fl n ) = =0, 


fiP — Q2 — •** ^ ^71 = 0 # 

反之，如果 {%, 爪 2 , …，适合 本定珂 的两个条件，令 〆 : 
化― M 定义为 


0*((&! A , … 






则易于看出 P * 是一个模映射.因为{化，/^，…， m n } 是生成元集, 
所以 〆 是满射 • 现在我们要证明 ke r ( p ) = {0}，如此，则是 
一个 单射. 令（\，4,…， Oeker ( 〆 )， 则有 
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■r 

t 

于是 二〜二 … = flu = 0，即 ker ( p ) = {0^ # | 

任 取一有 限生成的及模 M . 设 ，…， m n } 为一生成 无: 
集，则可定义 

p : R n ^ M f 

P (^ i ) = m l# 

此处 e i = (1，0,.",0)， ff 2 = (0,1,0,••• ,0 ),•••, c n = (0,»**,0,1)* 
按照定理 4.9, 我们恒有 

i ?"/ ker ( p )« M # 

于是硏究模不外乎硏究一个自由模及■•的商模，其实也就是 
硏究一个自由模的子模 kr ( p ) 的某些性赓.在环 A 是主理想 
整环时，我们有如下的定理. 

• m . 

定理 02设只是一个主理想整环， M 是一个有限生成的自 
由7?模， W 是 M 的一个非零的子模，则存在 M 的一组基{%, 

饥2，".，爪》}及〜，^!广.，〜6只0<«)，使 

1) 

2) N 是由，…，生成的模* 

证明 如果” =1，设 M = •令 

/={<?: o ^： R , cm ^ N }^ 

易验证 J 是尺的一个理想 . 设则斤是由心叫生成的 ,. ' 
于是令即得本 定烀. 

我们对 n 作数学归纳法.设0>!.任取 M 的一组基 

{仿1 ，负2, … , W n }, - 

I 

再任取其中一个元素.令 

/ = l ^ e ^： 存在 mew 及〜 ，…， ，…， 穴， 
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使 Wl = ^ j C j ?fl j L 

i - 1 J 

c 这相当于向量空间向某一固定的 i 轴的投影.对 M 的所有可能 
? 的屢和 所有的 i 得到的所有 J 的集 合记为，，易于看出，中的 
元素都是 R 的理想.因为 R 是主理想环，所以是诺德环（定义 
3.21〉，于是在7的所有元素中，有一极大者(定理 3.25). 令此 
极大者为则昆然不是 （0). 所以，若令 

则 c i 年 0. 设所对应的的基为…， mj }， 适当地排 
列这些基元素的顺序，无妨设 P 的元素表为这组基的线性 
组合时的系数的集合，于是有一 • tn €使 

(1) m = qm 5 [十 + …+ 

我们来 i 正明，在上式中恒有 

(2) I > t= 2,3，*.*，n. 

以下我们证明同法可证其余 • 令 00 = (f 2 )， 则有 

(3) d = ac x + j8cJ , 

(4) c l 3 d r c\ sd f 5 ，s € R . 

由 （3) 及 （4) 式可得 

1 -aS + pe 9 

令坩 l, 爪2, … ，爪 n 由下式 所定： 

(5) =： 5 m * + em\ y m 2 = —疗 m; r arnj, V*>2. 

鄭 

(6) m* = amj - em 2 , m* = ^tn t ^ 5m 25 m) ^m i9 V *>2 # 

我们先证明 {%，m 2 ，…， m„} 也是 M 的基，然后再考虑 (1) 式中的 

m 对这组基的展开式 • 从 （f 0 式立得 …， m n } 是焱的生成 

元集.再设付 
/ 、 r 

(7) a i m \ + + •" + fl n m n = Of 

JSU5) 式代入，得 
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- + ( a 1 £ + a 2 a ) m ； + fl 3 m : + … + a n m * = 0.. 

由于 …， m :} 是基，根据定理 4. 11，得出 
(8) a x d - a 2 P = 0, fl L e + a z a = 0,〜= fl 4 = ... = fl n = 0. 

由（8)式中的前两个方程，得 

^ 0 ^ ^2 = 

于是得出=… = a n = 0. 根据定理4.11，即知 
m »} 是 Af 的一组基*现考虑饥对 { m !，％ ，…， fn n } 的展开式， 

m - + c\m\ + ― + c^m* 

= ( ao l + + ( - eq + 5 cJ ) m 2 + + …+ c l m n 

= dtrii + ( — £C^ + Sc^tn^ + c^tn^ + •** + c*tn n ^ 

令 

/' = ye 及：存在 m ' ew 及 e 2 , …， 尽使 

m / - cnij + d z m 2 ^ *** 


511] 山 （4) 式又知 P = ( Oc (心，故有 

I * cz ( d )(^ J / e ^. 

而 /* 是，中的极大者，所以必有 

l* = ( Cl ) = (d}=J\ 

于是 Cl 与 d 为相伴元素•由 （4) 式，立得 

oA d \ c l * 

令 

c* = c x d* f t=2,3, … ，打， 

再令 

fl 

m x -m\ + ^ , frii -m% t = 2,3 , ,n # 

i - 2 

又令 从1 是{兩2,…，兩 n } 生成的 7 •模，则有 

n 

m = mj = iS 1 - 

i -2 

m * V *^2 # 
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不难否出，份 2 , …，彷 n } 也足 M 的基，令 

M t =■ A/j f ] M f 

则' 自然是的户校. 

我们现在可以应用数学归纳法了，因为 A 是山 M 的基{%， 

锇2, …， 预》»}的子集{挢2,…，衍》}生成的，所以根据定理 4 . 】 1， M 1 

是自由模.如果^^是零模，不难看出， w 是由^生成的子模 
(请参看本定理 (13) 式的证明) • 取丨=1,即得本定理 • 如果 
不是零樓，根据归纳法假设，我们有 A 的一组基{%, …， 反 

'^,•••^6 及，使 

(9) c *| c 3l …1〜， 

(10) 乂是由 0 ^ 2 , 0 9 ^ 9 ,^, 0^1 生成的模. 

为了证明本定理，我们仅须证明以下三点： 

(11) 谂3，…，》}是 从的一 组基， 

(12) j Cj ， 

03) iV 是由 q 兩 1 价 2, … 〆 i 伪 I 生成的模* 

p 

先 i 正 （11). 不难看出，伤！，彷2,…，捃 n 皆在由{兩！，飧2,…，治 《} 生成: 

的了‘模內，而{巧，衍是 M 的生成元集，故{%，％，♦••, 

飱 J 是从 的生成 元*. 又令 

d l m l + d 2 ift 2 + + d n m n ^0. 

由此得 

n 

-d i m l = 

i - 2 

因而 A = 0， A = A ^ ^ = 0. 

于是，根据定理 4. 11， （11) 得证.再证 （12), 取 

m / = c l fn l + c 2 ih 2 ^ ： N 9 

川证明 （2) 式的方法，立得最后，我们来证 （13), 任取 
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把 m 〃表成…， m:} 的展 幵式： 

m " = f x m \ + / 2 m ; + … + f n m * “ 

-按照 P 的 定义， ⑹，令厂二沢“ 以{% ，…，用 n } 取代 { m ^, 
…， m:} 后， m" 的展开式是 

m " = /!#»!+ (/ 2 - / 〆 ；）& + …+ (/» - / 〆 ：）〜 

=汉 1(01 衍 1 ) + (/* — / 〆 ？）衍 2 + …+ (/n — / 〆 ：〉用 ”• 

从此得出 rn f/ - § x m ^ M x f]N = N lm 于是 可以 

35 成伪 2 + … + 仍〜飱 i , 即 

mf/ = 5i(h 用 i) + 0^2执 2) + •** + 9 l(. C l ^*l), I 

定理 4.13( 主理想整环上有限生成棋的基本定理）设 A 是一 

十主理想整环， M 是一个有限生成的 R 模.则存在 ~，~，…， q 

鼇尽使 

1) 〜皆不可逆， 

I) M 与 /?/(〜> X /?/(<?!) X … xR/iCi) xi? x ••• x 同构 . 
证明 设 w 是由 {%, …，饥 *} 生成令 p : R 1 为如 y 
食义的槙满射 《 设 h = (1,0, •”,())， q = (0,l,0, …，0)，•••，〜=« 

< o , o ，‘”， o , i>e 只，，令 

p ( e t ) = m if *» l ，2，"， s . 

令 p 的核 he r ( p )= AT , 于是有下列的同构 ， 

M ^ R g / N t 

.根据定理 4. 12,存在仏的基{<,4,… 〆 ,} 及〜，〜，… ， c r e^r 

1’） 卜.1。、 

20 N 是 ，…， c t ' e 、， 生成的撿. 

•定义映射 


(J - 〆 ）个 


£ 7： /?* •+i?/(<? 1 ) x i?/(c 2 ) X …X R / ic ^ ) X R 


X 


\ 

X R 


Q 




([ fl l ] l，[ a i 


im- 


^ t f J / # > a l f 


十 


• * ft 


> a s ) 
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此处 Oil 是 q 在只 4尺/(0 下的象.显然，这足一个模满射， 
而其核也显然是 W ， 于是有下列的同构： 

M ^ R 1 / N ^ R /( c x ) x 只 /(〜）x … x R /( ci f ) x R x … x R , 

在上式中，可能前几个~ ，•“ ，〜皆可逆，于是理想(心）= … • 
( o = w , 而相应的商模/?/(&)，…』 /(〜） 挎足零模.把这些〜， 
…, 。及相应的商模弃去后，即枒本定理 . I 

定 》4,14( 有限 生成的交換群的基本定理）设 G 是一个 冇限: 
生成的交換群，则存在 …， qez , 使 

1 ) 玟 i |<? 2 |“. |〜， 

2> G 与 Z /(^) xZ /( c 2 ') x x Z /((? i ) x Z x … x Z 同构. 

证明这是定理 4.13 的特例.着 

定理 4. 13及定理 4. 14中提茨的 〜,~， …， q 被称为模 M 及球 

C 的挠因子.以后我们 将要征 明这些“挠因子”在条件 1) 的限制 

下，是由模 M 及群 G 唯一确定的.我们先解释名词“挠因子”的 
意义， 

定义 4. 14设及是一交換环， M 是及模 • 任取 ScrA /, 5的 
消灭子 Aim 0 S ) 定义为 

Ana <^) = { a ： a ^ R , as = o t y / S £ S} t 

fl ? l - rn e M , 而 m 的消灭子 Atta ( m )^{0}, 则称 m 为挠元素. 

讨论 1) 设 G 是 Z 模(即交換群)，则元素 g 的消灭子 
与 々 ft 阶0(妁几乎是一样的，只是消灭子 AimO ) = {0} 时，相当 
于 00?) 为无穷大， 

2 ) 设及为一整环，则只模从中的挠元素的集合是一个子槙. 
这点 不难证 明：任取挠元素取 a ^ AnnfmO ，«*€ 
Ann ( m 2 ), a ,^0, a 2 A =0, 于是有 

⑺ 2) = 0, — — 0* 

所以桡^素的集合是一个子模，称之为 M 的挠 子棋. 于是，交換 
群的 fr 限阶的元素构成一个挠子群. 

3) 易于看出，定义4.14中的人111109)是/?的一个理想.主雄 
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想整环上的打限生成模的挠因子就是其桡子模的某些子集的消灾 
子（作为理 S ) 的屯 成元. 

4> “代数拓扑学”中应用“同调群”的 槪念. 在良好的拓扑 
空间上，间调群足有限生成的交換群.定理 4. 14在这里 仃很 的 
应用价値.此时，挠因子称为挠数，而定理 4. 14的条件 2) 中的之 
的个数称为贝蒂数 . | 

我们首先硏究只 /( A ) 的进一歩的 分解. 这不外乎是中国剩余 
定理（定理 1.10) 的推广 • 读者请注意，根据定理 3. 28，主理想喀 
环传是唯一分解的 t 环. 

定理 4.15( 中国剰余定理）设只为主理想整环. ce^y 0 :)\i 
零非可逆.设 e 的分解式为 

f 

czz 8 Y [ p ]^ 

i - 1 

其中5可逆 ， A ^女7时，巧与以不相 ft . 则恒冇下列的穴漠同 
构： 

0 x R/Cp^ x ― x R/(p f O, 

证明本定理可遵循定理 1.10 的证法求得•令 

! 

d - 5 j I p] i f c - p a id 

- I 1 ■ 

i -2 

我们证明及八0=只 /( p 卜） xi ?/00 以后，进一步地分解 A 如此 
反复推论，即可得本定理. 

因为 Pp 与3无不可逆的公因元，所以有 ( p ^ l，o = ( l ) .即 
存在 aJ € R ， 使 
(1) apj 1 + fid = 

令 OV ^^/( P ；0, Or 2 ： 及—只 / OO 为典型映射 • 定义樓映射 

P* i) x R/(d) f 

P (^*) = ( o r 1 (0, o r 2 (^>). 
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我们仪须证明 P 足满射及 kcr ( p )=：(0 便已足够了（参见定理 
4.9). 

任取 c ?* i(D G 只 /( P : 0， cr 2 ( r 2 )(^/00 •令 

r = r l ^d + r 2 ap t i i m 

根据 （1) 式，得 

crj ( r ) = cr l ( r 1 ^ d y ) = cr/Cl - ap [0 r i ) = crj ( r i ). 

<r 2 ( r ) = a 2 (r 2 apM) = a 2 ((l - ^)r 2 ) = a 2 (r 2 ). 

即于是 p 是 滿射. 令 reke r ( P ), 则有 

o*!^) = 0«^r^(p t j i)=|>p ， i i |r, 
cr 2 (r) 

因为 Pp 及 4 无不可逆的公因元，所以 

c ^= p s \ d \ r 9 

即 K(0 , 故 ker(p)C ： (c). 反之，显然 (OCker(p > ，故 

ker(p) = (c). I 

于是，根据定理 4.13 及定理 4.15, 我们得出另 一种分 解如 

下. 

定理 4. IS 设 AS —个主理想整环，兄足 一 个有限生成的 R 
模.则存在 A 的元素 h ，…， Pq (其中可能有相同者或相伴者>及正 
整数 &，•••，&, 使下列的尺模为同构 ： 

A/ 二 n 尺 ， （ p 1 i ) X 及 X …X 只 . 

I - J 

定理 4 . 13的分解是所谓挠分解，定理 4. 16的分解是初等分 
解，其中相应的 { Pp , …， P 〉} 足初等因子.很自然的问题是，给 

定只模 M 以后，这些挠分解、挠因/-、初等分解、初 等因子 等是 
否唯一确定了呢？答案是竹定的.我们先处理初等分解及初等随 
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子的问题.令 M 为 

( n ^； *)) X ( 只 X …X /?)， 

前半部分即 M 的挠子模#，而从是一个自甶尺 
模.根据定理4,10,这个自由模中含有的只的数目 n (即贝蒂数> 
是由 M / iV 唯一确定的，也即是由 Af 唯一确定的.所以问题归结 
为 处理挠子模 W 的问题了.不妨即令 

^=n^/(p ； o. 

i 

易于看出 a /( p 卜）的消灭子为 ( p 卜）.我们假定 w 的初等分 

‘解式中诸 p < 或者相同，或者不相伴，亦即将相伴的素挠因子都換 
成同一个.容易 证明： 这些素元素的集合 { Pi } 由 w 唯一决定•令 

={ n £ N : 存在正整数&，使 P!n = 0}. 

显然是 W 的子模，而且，注意到上述的假定，即知 

n p^ n r /(p]o. 

于是有下列的模同构 

— n"^v 

i 

:经 过这样的简化以后，问题归结成，对一个固定的素元素 p〆 为 
方便起见，令 p = p <)， 

d 

/ V p = [(只/ ( P 〜)） 

i-i 

可不可能有另一个初等分解？ 

考虑 (P)Np 及 N P /(P)N P 两个楔 • 不难看出 

u ^ 

( P ) iV p 二 JJ ⑻心 =11 只 /( P J r 1 ). 

•- . - _ « 
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上式的同构是达样定 义的： 令 ^ V ( PS ) 的元素为 [ rl , 
的元索〜为 [ r ] 2 , 定义 P : iV ( P •广 O - KpW / O ^) 为 


/8( W 2>= EP r ]n 

读者自 i 正 p 确为同构映射.自然的，如果~ = 1，则 

对以采 取数学归纳法，根据归纳法假设，知 ( P ) N P 的初等分解 

V 

是唯一确定的.于是的初等分解式中 P 的方幂指数 集合坤 
的子集合 { Sj : Sj > l } 也是唯一确定的.目前未知的，仅是集‘ 
{ S3 ： S j = l } # 我们仅须证明 { Sj ) 的总数4是确定 的便已 足够了 • 
为此，我 n 需要谅明 


(1) A x B C x D^A/C x 

其中 C 是 A 的子模， D 是 B 的了-模； 




( 2 ) 

( 3 ) 


^/( P f O 



( P ) 及/( 〆 /) 


只 /( P ) 


N p /( P ) N p = R / 0 )) y ' R /( p ) 


及/⑻， 


此式右侧共有个 A /( P ); 

(4) i ?/( p ) 是域，心/⑻心是 《/( P ) 上的4维向量 空间. 

于是 {&} 的总数 d 是由 N p /( j )、 N p 确定的，不因初等分解而变_ 
证明 CD 式.我们定义模映射 


: A x B -^ A/C x B / D ， 

以(心 &)) = ([>],[>])• 

易于看出 a 为一满射，而且 ker ( a )= CxD , 根据定现 4.9, (1> 


式 得证. 

证明 （2) 式. 请注意令 or 厂 R /( p *0^/ CP > 
定义 如下： 对于 

^ i ( Wi ) = W 2 €^/( p ). 

此映射 q 显然是满射.又有 

[r] 2 = 0<=^r (： (p)<#r = pr'^=->[^4 = p[r'] u 

-^^ ker ((7 i )=< P )^/( P J 0. 根据定理 4. 9， （2) 式得证. 

(3) 式可自 （1) 式及 （2) 式_抜导川. （ 0 式也仅须证明 R /( P > 


223 



是域. 根据定理 3. 24, 即证 ( P ) 足极火 理想. 因为 R 是主理想整 
环，如 Yf 理想/云 ( P )， 取 a (： 八 ( p )， 则有 

IZ2(p f a) = ( 1 ) 

所以 （4) 式也得证. 

综上所述，我们有下列的唯一性定理. 

定理 4. 17在定理 4. 16的初等分解中，除了变換次序外 ， M 

的分解是唯一确定的. 

系 一 个有限交換群 C 为循环群的充要条 件是： 在 C 初等分 
解中，所 ff 的 Pj 皆不相同. 

证明 应用中国剩余定理 . I 
我们现在来解决挠分解的唯一性的问题. 

定理 4. 18在定理 4.13 中， M 的挠分解是唯一确定的. 

证明 取从的初等因子的集合 { Pp ， …, P >}， 如果 Pi 与 Pf 
相伴，可令其为 相同. 令 { Pi ，…， PJ 为不同 的〜的集合. 把 { P 。， 
— 按 { Pi ，…， pj 的次序排成列，按指数的大小排成行如下: 


Pi 

…， P ; 1 ’’ - h 

p ; h ， 

P 2 

# 

…， p r 2 勢卜 1 ， 
y 2 7 

p ; 2 、 

争 

_ 

Pt 

…， P’ t “卜 1， 

P ;"， 


其中每行指数是渐 增的. 的挠分解中， 

所以显然易见，（0必为最后一列的连乘积生成的 ，（0^) 必为倒 
数第二列连乘积生成的，等等.于是 (&),( 心）， •••，(>:) 皆由初等 
闼子所 确定，由此得证本定理 . I 

例12试问有几种互不同构的阶数为100的交 換群？ 

根据定理 1.16 及定理 4. 17,阶数为100的交換群不外乎 

之 2 2 X Z ^2 f ^2 ^ Z 之 2 2 X 之 g X ，之 2 ^ ^2 ^ ^5 ^ ^ 5 
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四种. 一般 益 之，设不难看出，阶数为； 7 的交換群 打 

■ 

t 

Up (心）沖，此处是~的划分数，即幻苟成正整数和的 

i 

不同写法的个数，例如 

l = l==>P(l) = lj 

2=2, 2 = 1 + 1=> 尸（ 2)=2 多 

3 = 3, 3 = 1 + 2, 3 = 1 + 1 + 1=>P(3)=3j 
4 = 4, 4 = 3 + 1, 4=2 + 2, 4 = 2 + 1+1, 4 = 1 + 1+1 + 1 

==> P (4) = 5, 

等等 . 例如 ， 100 = 2 2 x5 2 , 于是户 (2) 尸 (2) =2X2 = 4. 


习 理 

1. 设 M 是 i ? 模， M 和只的零元分别记为 Ojf , OB •证私 

(1) r Ojtf = Oat» V r 6^> 

(2) 0 只饥 = Om ， \J tn^M ^ 

(3) (-r)m = r(-m)：= -ry, 

2. 证明及模从的任意多个子模的交以及和皆为子模，但子 
摸的幷集不一定是子模. 

3. 证明子模 M 由 {m i: *‘€/} 生成是包含 {%: ie/} 

的最小子模(此处/为一个指标集合). 

4'. 设/是环只的理想，证明 J 是只模 • 又若从是 i ? 模，则 
是 M 的子模. 

5. 设対'是及模，^^，^^是^的子模^令 

队 : N 2 ) = {reR ： rN^eNJ, 

证明（％:乂）是只的理想. 

6 - 设 々为 整环，证明只上的洽山模是无 挠的. 举例说明无 
按模不一定是自由模. 

7 - 设从萆自由尺模 ， {f 2, n } 是从的一组只基•设有 
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满足 

^ 1 t y *** = C^i •** # 行 11 〉乂， 

其中 


义= 




a nt ^ 


a ii ^ R . 



a 2 n 



M 


证明仏， f 2 ， …, f «} 是 M 的 i ? 基令 + detA 是及中的可逆元， 

8. 设及 是环. 如果每个自由 R 模的子模都是自由棋，证 W 
R 是主理想整环 # 


9. 将向 fi 空间的直和、直积推广到模上. 

10. 将群的第一、第二、第三同构定理及许来尔定理、若当 - 
荷德定理推广到模上， 

11. 证明 ® ZI 1 Z 与 Z / AZ 不同构 • 

12. 有多少互不同构的交換群，其阶为12和600? 


§5若当标准式 

、 

在本节中，我们要应用上节的定理 4. 13及定理 4. 16,以求得 
一个矩阵的“若当标准式”（请见定理 4.25), 本节的主要工作不 
过是了解及解释上面提到的那两个 定理. 

参考例11，设兀是域， AeHom / JPJ "), 则通过 A 的如下 
作用， w 成为一个 Jq >] 槙： 

/G)o)=/(A)(t ； ) ， v/(x)e^M, veK\ 

于是定理 4. 13证明了 

尺"《(/(0]/(〜00) X …X 兀|>]/((?10))) 

x(K[x]x … xiC[x]). ^ 

因为尤 [>] 是无限维的兀向1空间，而凡■是有限维的凡向量空: 
间，于是，上式中的第二个括号必不 存在. 所以我们有下列二定: 


226 




理.为了简明起见，我们假定诸 qoo 皆为首一多项式（最高次 
项的系数为1的多项式\事实上，任何非零的多项式，只耍乘 
以适当的常数，皆可化为首一多项式， 

定理 4.19 设兀是域， AeHom K (JC",7C «). 令 x • r； 定义成 

Z ( tO , /CO •"定义成 ) f (乂) ( O , V fix ') e AT ^] # 则唯一地存 fe 
一组首一多项式~00，心0), …， 使 

1) q(x)k 2 (x)| …| 心 00 ， degqO)>l 多 

2) K^K^xyCc^x Kl>]/(c 2 ( 幻 ） x … x (x)) • 

这些首一多项式 Cl O ), qO ：)， … 〆〆 x ) 称为 A 的不变因子. 

定理 4. 20设兀是域，将 x • t ; 定义成 
乂 o ),/ o ) •”定义成 A 句00, v / we / cM . 则唯一地存在 
一组不可约 的酋一 多项式 PiOO , …， p g 00( 其中可能有相同者） 

及正整数 … 使 

■■ 

Kn ^ Xl , K L x l / iPM 1 0. 

i _ 1 

{pi (^〉 f * } 称-为/的初等 因子. 

根据上而的两个定理， A 对 P 的线性的作用，转化为 Jf 对 
XI>]/C9(x)) 的一般的乘法的作用. 

定理 4.21 设 9 ( X ) - ~ a 0 - a x x - fJ Tn _ I r m_1 + at ", 则 

^W/(^(^))^m mK 向蛩空间，幷且{1， M, …， [n]} 是 

扒功） 的一组 基.对于这组基， 线性变換 X 的矩阵表示式 
.〈参 考定理 4. 7> 是下列的所谓不变式的块 矩阵： 







证明我们先证 {1,0], •••心― 1 ]}是 ^ M /(5( x )) 的生成 

元集 • 任取 由欧几里得 算法，存在 d(x> 
及 roo, 使 

f(X) = d(x-)g^ + r(x), deg r(x)<deg g(x) = m. 


立得 


[/OO]= [办)][50)] + 000] = [r(x)]. 
I>00] 自然可以由 {1，[>]，•••，[x-1]} 生成. 其次，设有 

i - 0 


即 

A 

p W - 1 fff _ 1 ff |- 1 1 

=0 ， e ("0))， 5(30 

L t - 0 t * 0 i - q 

故 a f = 0 ，V 丨 = 0， l ，“.， rn -： l . 于是 {1，[>]，_••, 是线性 

无关集.因此，{1，[<!,•••， [ r - 1 ]} 是一组基， X [>]/( p ( x >) 是 
m 维线性空间. 

我们具体地^出 X 在凡上的线性 作用： 

尤 （1) = |> x 1] = 0 x 1 + O ] + 0 x [ jc 2 ] + ••• + 0 x [> m 一 *], 

欠([欠 」）= [x x x ] 

= 0 x 1 + 0 x [ X ] + [ x z 2 + 0 x [> 3 ] + ••• + 0 x [尤一 1 ]， 


JC ([ X W - !]) = [> X W — 1 ] = [ Jf m ] = a Q + \[>] + ••• + 

取出上述各方程的系数，再将行列调換，即得我们所耍的矩阼 . | 
于是，我们冇下列关于“不变式”的定理. 

气、 

定理 4_22设尺足域， AeHom K (^% A ：") # 则适 j 地选取 
的基 以应， a 的矩阵表示式 "r 以成为如下的所谓不変式，共 


228 




中对角线上皆足不变式的块船陴（见定理 4.21): 

1 

B 2 0 

0 '• • 

• B x . 

而两个矩阵相似的充要条件是：它们的不变式最多 r、 1仔对角线 
上块矩阵次序的差异. 

证明不变式的存在性，可以直接从定理 4. 19及定理4,21导 

出. 

关于本定理的后半部分，其充分性是显然的，因为矩阵与其不 
变式是相似的，而相似关系是一个等价关系 • 我们 i 正明必要性 • 

设 A 与丑相似，则炱与丑可以看成同一线性变換了对不同基的矩 
阵表示式，显然的，凡"通 过乂和丑的作 用得出的两个尺[>]模是 
同构的.根据定理 4.19 的唯一性，即知两者的不变式最多只能有 

对角线上块矩阵次序的差异 . 1 

设兀是 S 数域 C (一般言之，可设域凡是“代数封闭的”，洋 
怙沾见下一章)，则定理 4. 20绐出矩阵 A 的一个简单的“若3标准 
式”(详见下 面的讨 论).我们要用到复数域 c 的一个极®要的性 
质，即下面的 定理. 其证明在下一章的 §U 

定理 4.23( 代数基本定理） CO] 中的不可约的多项式皆是 

一次多项式. 

上面这个定理意即 C [>] 中毎一个次数大于零的多项式 fixy 
在 C 中均有解.这因为/00可分解成不可约多项式的乘积 

I 

/(X )二 JJOi-V-hi), 

% 

I 

于足 = 即 其解. 应用定理 1.20 及定理 4. 23，即可得出 

定理 4. 24上述的{1， [> _ c],[(x^c) 2 J f …， [(x-£?)"]} 是 
K[xJ y ((x^cr) 的一组趨.相对于这组基，线性变換^的矩阵 - 
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表 示式是 如下的若当标准式块矩阵, 



0 







证明昆然有 

虞 （ 1> = f XI + 1 x [: - 0 + 0 x[(sf- 0 2 ] + ••• + 0 x [( 龙 - V 1 ], 

*(O - O = 0 x 1 + f x O — O +1 x [(* _ O + 0 x [(* - 0 癘 -1], 


*<[(*- ^) m ' 2 ]) = 0xl + Oxt> — 0 + — + o< 匸 （：+ 1 x 1(9 - f) 9 

f ( 匸(龙一 = 0xl + 0x[^-r] + — -*-0 x 匸 — 0«-2] + ^ x C(*-0 fl, ' 1 ]. 

取出其系数即得本定理 .I 

定理 4.25( 若当标准式）如果 A 的 
不变因子 qo ), c 2 ax ) f … 〆 !(>) 皆可在 vr [ x ] 中分解成 一 次式的 
:乘积(例如 K = C ， 以上条件是自然成立的)，则适当地选取 A ■•的 
.基以后，乂的矩阵表示式可成为如下的若当标准式，其中对角线 
_上皆是若当标准式的块矩阵(见定理 4.24): 

[ A , 0 | 

- 0 ..、■」• 

亦果 K = 那末两个矩阵相似的充要条件是：它们的若 当标准 

.式最多只能有对角线上块矩阵次序的差异. 

证明仿照定理 4. 22的证法，读者补充完成之 . | 

设域 K 是实数域及[幻中的不可约的首一多项式是一次 
多项式 ( x - ii ) 或二次多项式 ( x - 勾 2 + !> 2 (&弁0).其证法可自代 

数基本定理导出，详情清见下一章，这里我们暂时先应用这个事 
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实，以得出实数的若当标准式. 

定理 4.2 S 给定 及， b ^ o . 定义尸 00 eC [ x ], GCn )， 
// 如下： 

F ( n ) = [(x- a) + 办 i]* = G(n) 4 - i//(n), n = 1,2 ,“、 

舍 △ = (^- a )* + 沪. 

. 又设 m 是一正整数，对 n = l ， 2 , … ， m , 令 

^ m -2 n + 2 = [ G ( n ) + //(«)]△_■•， 

hm-2n + i = [ G ( n ) - H ⑻] • 

则忭1，4,… ， hm } 是及 !>]/(△") 的一组基.线性变換 X 在达组基 
下的矩阵表示式是如下的实数的若当标准式的块 矩阵： 



i 正明我们先假设{叱〜，•••,％}是及 [>]/(△") 的一组基，. 
完成1:定 M 后半部分的®明 • 

我们先证明几个多项式的恒 等式. 考虑 

( x - a')F(n') = [(x - a) + fci] , + 1 — 办 i[(r - a) + &i]* 

= [G(n + 1) + &i/(rt)] + + 1)— 厶 


于是有 



(1) 

(jc^a)G(n) 

=G(n + 1) + (n )， 

(2) 

又考嗯 

(x- a)f/(n) 

=//(n + 1) » bG(n). 


+ 1) = [GCn 一 1) + iH(n~ l)][(Jc-a) 2 + 2 办 O ： _ fl)i _ 
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— [G(rj — 1) + i//(n — 1 .) ~1 八 . 

+ 2bi[G(n - 1) + iH(n - l)](x - a + M) 

=[G(n -1) + iH(n - 1)]A + 2^i[G(n) + iH(n)], 

于是有 

.(3) G(_n + 1) = G(n — 1)A — 2bH (n), 

(4) H^n + 1) = H(n - 1) A + 2^G(n) # 

计算下 式时，以 （ 1),(2) ，（ 3>,(4) 式适当地代入，有 
<5) Of - a)y 2w _ 2ft+2 = [(x - fl)G(n) + (x- a)H <>)]△"-• 

=[G(n + 1) + H(jn + 1) - 2bG(n) 

+ 2^H(n)]A w - B + ^ 2 m -2rt+i 

3=1 *^2 饥 ，211 + 4 + ^^2m-2n + l» 

i 

i 

〈 6) (X - 2ft + l ^ ^2m—2n + 3 ~ bv 2m ‘ 2n + 2 . 

在 （ 5) 及 (6) 式中，如果 n = l , 则 

I 

^2«1-21» + 4 = v 2m-2n + 3 = A* = 0 G A"*)# 

由 （ 5) 及 (6) 式，即有 

x(v x ) = av 广 bv 2 + v i9 
x(y 2 ) = av x + bv 2 + v Ay 

x(t/ 3 ) = dv z -bv i ^-v $9 

x(y 4 ) - bv 3 + av A + v 69 


l ) = fly 2 m - 1 —& y 2 m ， 

x C v 2 rrt ) = I + av 2 m % 

子是取出其系数，排成矩阵，行列调置，即得本定理的后半部 

分. 

我们现在证明确是 R |>]/( A W ) 的基.注意到 
及 [>]/(△") 是 2 m 维实向量空间，而集合{^}中确有 2 m 个元素，所 
以，如果 {〃<} 不是基，则必线性相关，即存在不全为零的 A ，…， 
AmGA ， 使 
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y] a i^i - o 令今 ^] a i v i (:- (A") 

i i 

令今 ^ a i v i = 沒 WA" (" ⑺ C : 尺 M) 

■ 

1 

1 

1 - 

令今{匕，…，心 J 在 CO ]/( △。中的象是线性相关的. * 

我们仅须对最后一个命题找出矛府即可. 

因为 C [>]/( A 〃）^2 m 维复⑹ i 空间，所以，我们只悪证叨 
出{心…，心 n } 是〔[>]/(△"’)的尘成元集，即知其必为基，也就 

找 出所需耍的矛盾. 

令 £* = £1 + ^^ ， c-a~bi , 显然存 

J \ ~ ~ C.x _ c ) j 

1 1 

y( y 2 ffl ， 2Tl + 2 + y 2m-271 + 1) + ^ i(Z ； 

2m—2n + 2 一 ^2m—2n + i) 

= F ( n ) A m " a 

- (x^ C) n, ' r? (x^ c) m ' n = Cx^c) m ix^c) m ^ n p 

1 1 # 

- 2n + 2 + 以 2m - 2ti + l) 一 2n + 2 ^ Am - 2f»—1) 

= ( C ( n )^ i //( n )) A m ^ 

I 

=(x-c) tt (x- e) f7 ' n (x- c) m ^ n = dx^cy(x^c) m ^ n 9 
于是由 { h ， …, ” 2 m } 生成的子空间 V 中含有 

{( x-cy r ** f ( x ^ cy ^ l ( x - cy 9 

(JC 一 C) ' (X — e) (JC - o m , ••• ， （X - c) m - 1 (JC — m, 

这些元素分别记为 w l ， u 2,，"， H m ， Wi , W 2，" Wm . 我们要证明{«1, 
吣 ，…， u m ，扣1，％ ,… ， m } 生成 C tXl /( A m ) ，如此便证明了本定理. 
考虑如下的环同构（畚考中 ■ 剩余定理，即定理 4.15): 

P: C[x]/(A"> 々 C[x]/((x - c)^) X C[x]/((x — w 
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x 不可逆的公因元（因 ^0), 所以存在- 

d ( x ),/?( x ) GC [>], 使 

a ( x)(x 一 c) m + c) w = 1. 

所以在环 C[>]/((x-O m ) 中的象是零，以及 (x-c) •在 
环 c[>]/(o：-e：r) 中的象是可逆的，于是，由任佝如下的线性. 
关系 


^ajp(wj') = 0 

AL 得在 C [X]/ ( (X - 5 广 ） 內 

AT — I 

— 6)， =0. 

* * 


而 ( x - g )’ •是 / 次式，故 { p ( x - eV : / = 0,1 ，…， m -1} 是 C 向量 
空 M C [ xJ /(( x ~^ D 的一组基，所以上式的诸~ +1 (> = 0,1, 
•”， m - l ) 必全为零，这就证明了{/5(如』）：/ = 1,2 ，…， m } 是 {0 }x 
Ct >]/(( x - e ： T ) 的线性无关集，也即生成元集.同法可证 
{P(ttj )： / = 1,2,…， m } 是 C [>]/(( x - O m ) x {0} 的生成元集.综: 

上所述, {«1 ，……，如 m } 是 C [>]/( A m ) 的生成元集 . | 

定理 4. 27设 >! GH 0 in fi ( W ). 则适当地选取 化的基 
以后， A 的矩阵表示式可成为如下的实数若当标准式，其中对角 
线上皆是若当标准式的块矩阵（见定理 4. 24 (其中及)及定理; 


4.26 )； 



h 





0 

h • 


而且两个矩阵相似的充要条 件是： 它们的实数若当标准式最多只: 
能有对角线上块矩阵次序的差异. 

证明 仿照定理 4. 22的证法，读者补充完成之 . | 

例13解一阶常微分方程组(参考例 8). 为简便起见，取睬 
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根据定理 4. 27,存在矩阵 S 及 A % 使 


(3) 

(4) 


//是^的实数若当标准式， 


/ ^BA^B 


m 


令 


(5) 


B 




4 


个实函数的例子, 


⑴ 


^4 

dx 

d / 2 

^dx 

d / 3 

dx 


f l + fl 12,2 + fl l 3/3 + a iif 


a ilf l + a zzfl + a zzf % ^ a Zif A > 


a nf l + fl 32,2 + a ssf S + a Zif 



a ilfl + a Ktf % + a izfi + a Aifi 


或写成矩阵式 


( 2 ) 


d 

_ ■■ 

dx 


- /] - 

! , 

Jx * 


= A 

/* 



/* 



-/i - 


则以 (4) 式代入 （2) 式后，两侧乘以 S 


得 


( 6 ) 


d 

dx 




_ _ 

9x 

9z 


9z 

9t 


ff3 

9a 


9a 


解出 （6) 式，代入 (5) 式，即得到^，八，/* ，八. 根据定理 4. 27 


113 4 

""夕没 




1 t S 4 

/ / / / 


12 3 4 


L 


12 3 4 
xrrf fy /J /J 
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; ( G ) 式屮的 A / 基本上 只饤 下列几种 可能: 



即 


(10 

d 

^9i 

+ bg z ， 

(20 

d 

dx 92 ^ 

-i>9i 

+ a 3 z ， 

(30 

d 

di 

+ a 9z ^ bg <， 

(4 0 

d 

U 4 = 


g 2 _^ + ag im 

♦ 
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用 复变函数的力•法求解方程式 ao , (20 •令 

^1 = <7| + -if,-ip 2 = 5 

于是有 


d 


dx 


ftj = (a — bi ^) h lf 


d 

dx 


{a + bi)h u 


其解如下 (& 为复数) 

h \ a 


x cosbx - ie a J sinfrx), 


Ti(e a x cosbx + \e a X sinbx)^ 


之得 ffi ，9 z ( c \， 为头数） 

g x = c i Q 4>x CQsbx + c 2 e tf T sin^x, 
g 2 = c x e a x cosbx - c 2 e aX sinbx m 

在解 时，用“变化系数法”，即在 ( s / XUO 式中先忽 


棘心，对仍，仏求解，解法如上.然后令其系数 


即 


见下式 

(3") 


为函数，代入 (30 及 （40 式中求解 q 及 Q 


d 


^Cc z {x)e a x cosbx + c A (^x)e a X sinbx) = g x + ag z + bg i $ 


d 


(4") x cosbx - c 4 (x)e fl X sinbx) = g 2 - bg 3 + ag k 


化简后，立得 


d 

dx 


d 


。3(^0 = 口1， 


解之得 


c 3 (x) - c x x + c\ f c 4 (x) = c 2 x + cf 


上式的皆是实数.上面用的这个方法，幷不难懂.读 
者可以系统化地加以推广， 

于是，解一阶常微分方程组的问题归结为解 （4) 式以求矩阵 
B 的问题. 

映射 (7: 7 f |>]~> A ：[ A ]( a 0 c )= 句的核 


ker(cr) 


{ iw ： /ooe 冗 o ]，/( a ) = 0 } 


显然足&[>]的理想.因为 A >] 是主理想环，所以， ker ( cr ) 
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(汉 (4). 我们定义 A 的极小多项式为生成 k e r(or> 的歆一多项式， 
设/的极小多项式是000 ,则立得 

/( 乂 ）~ G ker(or) --- > g(x') {/(x). 

定理 4.28 设 AeHomZTC'iC 11 ). 则 A 的极小多项式等于 A 
的最后一个不变因子 9(x)( 参考定理 4. 19〉， 

证明用定理 4. 19的符号. A 对昃•的作用同等于*对 

^ M /(^ i (^)) x."x 

的作用.因为 

■ 

c 1 (x)|c 2 (x)|...]c i (x), 

所以 q ( x ) 作用在尺 [O/AOO) (/ »1,2,…,【)上背等于0线性接 

射，也即心00作用在町 >]Z(qOO) X...X iqXJZMOO) 上为$ 
于是我们得知 ~(A) 作用在 7T* 上为 0. 这就是说 

e!(x)eker(<r). 

反之，设 /(A) 作用在 PJ； 为0 ,则 /( x) 作用在 

^W/C^iW) x … x 

上为 0 . 特别是/00 作用在夂[>]/(~00)上为0,于是 

fax ) X 1 = 0 €^W/(<?K^», 

即 /ooe(qoo ). 我们已设均为首一多项式，于 
是 qoo 即为 z 的极小多项式 . I 

特別良好的矩阵是选取适当的述后，它成为如下的对角矩阵I 



根据莽当标准式的唯一性可知这种良好的矩阵的若当标准 式就是 
对角矩阵.我们试回想导出若当标准式的过程《 1) 求出矩阵的 
不变因子（定理 4.19)1 2) 把矩阵的不变因子~00进二步分解成 
(X-O 1 的乘积，由此得出初等因子 G-OV 3) 在与每个初等 
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因 子相应的子空间中，选取一组适当的基， 使矩阵 成为若当标准 
式的块矩阵； 4) 综合上面三点，得出矩阵的若当标准式，不难看 
出，矩阵的若当标准式是对角矩阵的充要条件是 * ^WC； = 1,2, 

' 纟〉皆可分解成一'次多项式的乘积且无重根 • 因为 c j( x ) 1 c i( x ) ， 
所以 立得： 

定理 4. 29 —矩阵 A 与对角矩阵相似的充要条件是：其 R 小 
多项式 qO) 可分解成一次多项式的乘积而且无重根 • 

系设凡如果 =/ a 为幺矩阵)，则 a 可以对角化 • 
证明 - 1 Gker ( cr )， 所以卜” - 1， 但: • - 1无重根， 

所以 qCO 无踅根，1 

我们要用到一个矩晬 乂的 行列式 detA ， 其定义如下 * 设 



则 

detA 二 a ni n f 

其中 

r 0,如果*1， …人 有相同者， 

Sg (*_ i , …， 1 ») =彳 1,如果 ( G , •••,*_») 是偶变換， 

如果 ( G ，•••,*«)是奇变換. 

关于“偶变換”及“奇变換”请见定义 2. 22,以上行列式心 t A 的 
定义与 A 为实数矩阵时的定义完全相同.我们同样有下列的恒等 
:式： 

det(j4B) = (detA)(detJB) # 

其证明留给读者. 

定义 4. 15设 AeHoni ^( A ：'7^). 则 A 的特征多项式定义为 

此处/为幺矩阵.设7是《维 / c 向量空间， r 任 
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Hom K (V f V) 9 则 T 的任一矩阵表示式的特征多项式称为 r 的特征 
多项式（参看下定理）. 

定理 4. 30两相似矩阵的特征多项式必相等，即 

del(xl 一 A) = det(x7 - 

证明 d e t(W — BAB' 1 ) = det(B(jc/- 

=(det-B)det(x/ — A) (detS" 1 ) 

= det^BB^dct^xI - A) = det(x/ - A) # | 

a 的特征多项式与 a 的不变因子的关系如下. 

定理 4.31 设 A 的不变因子为 qOO，c 2 (x) ，…， Ci(jc), 则 A 


的特征多项式 


证明 


则有 


det(x/ - A) = 

根据定理 4. 30,不妨设 A 为其不变式(参考定理 4. 22\ 



det(xl - A) =： det(x/ - 苔 j) • 


我们仅须证明不变式的块矩阵^的特征多项式是勺 (x ) 就足够了. 

设 BzrPj 为不变式块矩阵， 

勺 （ x ) = 一 fl 0 一 fl lX - … 一 a m ^ x m - 1 十 x ' 



将 det(W - 丑)的第二行乘以 x 加到第一行上，第三行乘以 x 2 加到 

■ 
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第一行上 ，…， 第 m 行乘以 x "-1 加到第一行上，仰 


0 0 0 — 0 

— 1 x 0 ••• 0 


*"1 x ； 

dct(x/ — — I 




按照第一行展开行列式，立得 

det(x/ - 5 ) = Cj(x) # I 

系 设 /00=det(x/->l) 为 A 的特征多项式，没00为乂的& 
小多项式，则0001/00，/(乂） =0， /00 的 根皆是 POO 的根 • 
f 证明 我们仅证明最后的部分. 因为 


/oo=IJ 勺 oo , 

而且 hWk 2 00h.|q(x) = 0(x), 所以/00的根皆是500的: 

根 . I 

定义 4.1S 设 AeHom K (iP，/C «). 则 A 的特征多项式 
detO^-A) 的根称为 A 的特征拫或特 征値. 

为了阐明特征値的几何意义，我们给出下述的行列式的基本- 
性质： 

定理 4.32 设 AeHom K W ， K «) •则 A 是凡”的自同构（即单— 
满线性映射)的充要条件是 detA ^ O . 

证明 =>• 设 Z 是凡”的自同构，不难看出共逆映射 4- 1 也 
是线性的.于是有 

1 = det / = det(AA 一 i) = (detA)(detA—!)• 

所以 deM 年 0. 

^=. 设 A 不是凡”的自同构，因为（参考定理 4.9) 

dimK n = dim ker(A) + dim im(i4 )， 
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斲以 力如 果是承射（即 ker ( A ) = {0}>，则必为滿射（即 im ( A ) ■ 

反之亦然.于足 Z 旣不是单射，也不是满射，即有一 
^ " ，使6年0,但= 0. 将” i 扩充成的一组基 {"1 八，… 

则相应于这组基， •的自 同构 a 有如下的 m 阵表示式 



0 女… * 
0关…* 



* •” 关 


a 为 A 与(:是相似的，故有矩阵 S 存在，使 A = BCS _ S 故 

detA s (detB)(detC)(detB" _1 ) = detC = 0, | 

于是我们有如下的关于特征値的定理. 

龙理 4.33 设 ZeHom K ( A ：»， A ：»). —常数 A G e 凡是特征値的 

充*条件是：存在一非零向量〃 ex % 使 

Av = A 0 u # 

1这样的向量称为(特征値々的)特征向置. 

证明 =>• 设弋为 A 的特征値，则有 

det ( A 0 / — A ) — 0 # 

按 照上一定理，我们知道 ：\1 - A 不是 JC * 的自同构，所以 A a / - A 不 

是单射(参看上一定理的证明）.于是 

^ ker(A o /-A)^{0}. 

‘任取0 年 u e ker(A。/ _ A )，. 则有 (>^ q / — A.")v — 0» 即^ = Al ’， 亦 
jpAy 

<= # 设有^先0，使如二4。1?，故 

( A 0 / - A)v r=Ot 

即 0专 y € k er ( A 。/ 一 A )， 

也即; i fl /_ a 不是单射.按照上一定理，立得 

det(A 0 / - A) = 0, 

邺 々是 Z 的特征値 ， I 
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设 々ex 的恃6#，则 

{ v : v ^ V f Av = X 0 v } 

是 V 的一个非零的子空间，称为 A fl & 特征子 空间，记为V,。 •. 
我们将 dimV、 的维数称为特征値 A。 的几何 次数. 不难看出，*| 

果(欠-久 0 )1<^‘(欠)，令 

c? j(x) = (x — A 。） *p(x )， PC^o) 

则有 

凡 O]/(q(jO)«/q>〕/((r-A 0 )") x KZxy ( pCx )), 

而 x 对 Tqxv((x-A Q )_) 的作用，按照定理 4.24, 有下列的矩阵 
表示式 - 

1 \ 0 

\ •• 勢 

0 1 A , 

■ 

其特征子空间是一维的.于是得出 

dimV Ao = {/： (尤-又。〉|~00}的基数. 

另一方面， A。 作为特征多项式 det(xJ-A) 的根的重数称为 A。 的代: 

數次数 • 于是我们有 

心的几 何次数 < 心的 代数次数. 

粽上所述，我们 立得： 

定理 4. 34 iS：AeHom K (iC% iC »), 则 A 可以对角化(即 A 枏 
似于一对角矩阼 ) 的充要条件是：所有特征根的几何次数之和 等 
于…即 


2 dimV 




i§/.eHom K (A：\/C"), /OOXlA 的持征多 项式. 设 


/(-V) =r n -a x x n - x + ... 十 （一 l)*a n , 
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则丼 系数〜 以解释如下： 

(' = /(0) = det(0x/-i4) = (- l)-deM, 

乳心是八％行列 式. 又令 



nn 


将 det ( x /- A ) 展开后，立得 


U + 


+ a 


nn 


上式右侧称为 矩阵/ 的迹.从上面的讨论中，我们知道两个相似 
矩阵有相同的特征多项式，所以必有相同的迹及行列式. 

例14设力为及 3 的以原点为心的旋转 • 显然 AeHom〆/? 3 , 
及 3 ).其特征多项式 det(H-A) 是三次多顼式，所以必有一实根 
■A 0 . 于是有一个心的特征向量〃，即 

Av = A 0 y # 

* 决定的直线即是 A 的旋转轴(参考第二章§3的例10,在那里我 
们假定了#的旋转皆有旋转轴，而沒有给出证明)，同法立得， 
龙 29 + 1 的旋转皆有旋转轴.一般言之，及 2 ” 的旋转不一定有旋转 

轴. 


习 « 

M 

1. 找出下列矩阵的初等因子、不变因+、极小多 硕式: 
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( 1 ) 


2 

• 



将下列矩阵化为若当标准式 


( 2 ) 


1 _1 2 
3 -3 6 
2-24」 


4 5-2 

< 1 ) - 2 -2 1 > 

L -1 ~i 1 J 

3. 找出 3 x 3 矩阵乂，使 



成若当标准式. 



4. 证明下列三个有理矩阵对有理数域<?是相似的（即它们 
之间的相似演化矩阵可以是有理矩阵)： 



5 - 设/一是两个 nx n 矩阵，它们的元素都在一个域 t 中. 
又设有另一域艽〕 t ， 而 A 与石对域尺相似(即存在 PeOLdn t K ) 9 
使得证明 A 与 B 对域 t 也是相似的， 

6 .证明矩阵 A 相似于它的转置 


7. 


设有矩阵 A , B , C , D ， 使得分块矩阵 


A 0 
0 B 


_ 

C 




D 


相似与 C 的阶相等，5与 D 的阶相等)_证明 A 勾 C 相似 ， B 
与 dn 似. 


S _ 如果一个实对称矩阵 A 是幂幺的，则 A = 为幺矩 

阵）. 


215 



9 . 如果一个线性变換 cr 满足 cr " =0( n 为正整 数） ，则称 cr 是: 
幂零 的 （ nilpotent ). 证明 一个幂審的浅性变換 ( T 可以对角化（即 
其矩阵与-个对角矩阵相似)令今 a = 0. 

10. 找出一个实矩阵 A ，使 = / 但 A 年 /. 

11. 设乂 ，石 是复向量空间的浅性变換，满足 = 证明 
Z 和召冇公共的持征向量. 

12 . 设乂是线性变換 • 证明 /( A ) 以 AA ) 为特征値，这里 A 是 
A 的特征値， / O ) 足一元多项式. 

13 . 设八是可逆线性变換 • 证明 Ai 以 1 /A 为特征脫，这以又 
是 /的特 征値. 


§ 6内积及正交坐标 

在§ 3中，我们讨论了九向量空间参考定理4.「, 

及定理 4.6) .其中有两个特别有意义的 情形: 一是V = 

的情形，在 §4 中，我们证明 了若当标准式 定理； 二是 = 

的情形，这是本节将要硏究的对象. 

定义 4. 17 H 0 m K <y，/0 的元 素称为 V的线性函数， Eom K { V f 

凡）称为V的对偶空间. 

' 据据定理 4. 6 , 我们知道 

dimV*<oo => dim Hom K (K,/C) = dimV, 

于是 V 与 HomKO^/C) 是同构的(读者注意，这是在 dimV< oo 的 
限制下 )_ 

当 = 或 C 时，我们将引入“內积”的槪念，幷且用內积 
来实现V与 Hom K (V) 的同构.于是，我们有下列的定义. 

定义 4.18 设兀=及或 C , 以 S 表示 a 的复共 轭数. 一 个二元 

函数 

f ： V x V-* K 9 

f C^i ~ 〈口1，以2〉6凡， 

如果适合下列条件，则称为V的弱 內积： 
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1) < , > 对第二个变数是线性的.即对任意固定的反 
对所有的悝有 

p 

<V } , a 2 v 2 + a 3 y 3 > = a 2 <^v i ,v 2 y + a s <v { f " 3 >, 

2) ，〜> 

3) < , > 是非退化的，即 

<v lf v 2 y = 0, M y i = 0, 

如见 < ，>适合上述的条件 1) 与 2) 以及下列的较强的条汴?/)， 
则称为 V 的丙积 . 

3 ’ ） 〈 I’ 1， r 1 > $ 0，V ” 1 6 V • 〈” 1 ，以 1 > 二 0 I — 0 # 

讨论 I )条 fr 3/)11 然较条件 3) 为强，所以，內积卩彳然足弱 
內积.不是内积的弱內积是存 在的. 下面的例16所举的物理#的 
“时-空” 岡维空 间中，就有一个自然的弱內积. 

2) 在尺时，弱內积与內积对第一个变数不是线性的，事 
实上，我们有 


+ ^2"2 ， "3> = 〈 "3 ，戊 1"1 + 

二+ a 2< t； 3 ^2» = Sl < y sV t ； 7> + S 2< L ? 37 y 2> 

= a x <v 1} v 3 y + a z <v 2f u z y^.a l <v l ,v^ + a^v 2y v z y m 

当然,在特殊情况下，最后一个不等式也可能是等式 • 如果凡 :只， 

则<, >对第一个变数是线性的. 

例15设^ =及 3 .任取〜6及 3 ， 



_ _ 

a l 


'1 

1 

^1 = 

a 2 

， V 2 = 

办 2 ’ 


_ fl 3 - 

i 

^ ^3 ^ 


定义內积〈。，^〉如下： 

〈"1 ， y 2〉 = fl l 办1 + a z ^2 + ^3^3 
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不难看出此确为一內积. 

应用这个內积，我们很容易把一些几何槪念加以代数化 . m 
如： 

I 

1) 向量 h 的长度= v/af +a| 

2) 两向量的距离 

d y ^^ a i - b 0 2 = \/< v ^ 2 * 

，叫 

3) 两向的央角 

0 = cos _1 ^---=2^^==, 

x/ <v l ,v l y<v 2 ,v 2 y 

4) 两向段 v lt v 2 互相垂商的条件是 <f 2 > = Oj 

5) 通过原点的平面的方程式：设以此平面上的点为端点称 
向量为〃，平面的法向量为6，则平面的方程式为 <h,〃> = 0j 

6) 通过向量〃 2 的端点的平面的方程式：设〃及〃 jns) 所示， 
则平而的方程式为 W - y 2> = 0，即〈心, - <f 2 > = 0; 

7) 以原点为心，以 r 为半径的球面的方程 式：设 〃为以球 
面上的点为端点的向量，则方程式为〈^> = r 2 . 

例 IS 0 yV = R \ 我们定义一个类似于例15的內积，这是 
很容易的，读者不妨试试看.我们现在把当成物理学中的 
“时-空”四维空间，考虑一个弱內积 〈，入 令 


_ _ 



a 2 

it — 

bn 

a 3 

j u % — 

占 3 

1 - ^4 」 


， b A - 


定义 <〃1 ，〃2> 为 

<以1 ，乙’2> = ^1^1 A 办2十 ^3^3 — 

上式的 C 表示光速.此时如果 h 年 0 f 可能有 <^,^ = 0. 前〔维适 
空间的三维，最后一维是 时间. 我们忒解<&〃,> = 0这个方程式 ： 
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d J J r a 2 -f* 3 — c^cl\ 二 0, 

即 

土 a 至 + fl 妾 + fl 妾 ^ ^^4* 

^ 4 的原点 （0,0,0,0) 是空 
间及时间的原点.上式的 
解是空间的点(、〜，&) 

及时间其中时间 a 4 
恰好是光线从原点射到 
(~， a 2 ， fl 3 ) 的时间（正値）， 

或光线从(^，〜，^)射到 
原点的时间（负値).上式 
解的集合是“光锥”，我 
们可以作一图（图 4.2), 

为了作图方便，仅把空间画成二维的. 

例17设 V = C ” 或•任取 u 2 eK ， 


^ a x - 






• 

* 

， V 2 * 

# 

* 

* 

• a n ， 




定义“一般 的”內积<。，〜〉 如下： 

fV 

< v Xy v 2 y ^ v \ v ^ ^ ajb u 

i - l 

上式的“-”表示复数的共轭.参考例15的 1)—7). 当^ = €^ 
时，除了 3) 的夹角 0( 此时 cos 0可能是复数，以致于〃沒有几 
何意义)外，其余的我们全可以应用到 C ” 里•筒言之，我们可 
以把 1),2),4),5),6),7) 当成几何槪念的定义来建构复空间的几 
何学. 

定理 4. 35设 V 是 if 向量空间，凡是域及或域 C . < , >是 


原点可以釤 
响的未来 



对原点有影 
晌的过去 


图 
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V 的弱內积.贝 IJ 


{〈"1， >}: v i 6 

足 H 0 m K ( V，TO 的了‘ 空间. 如果 dimV < po , 则两者 相等. 

钲明 显然， < h ， >皆是 V 的彳 3 H 生函数（参考定义 4. 的 ft 
#])). 又有 

Y^ajCv jf >= 2 a i< 7^ f> = 2 («K ^i>) 

=〈，2…，〉 = 〈2 ㈣ ，》 

故{<〜，>: AGV } 是 Hom K ( V ， iO 的 f 空间. 

如果 dimV<oo ,令 { Ul ,，…，、 } 为 V 的一组基.我们要证明 
{<〜，>，<〜，>，…，<、，>}是线性无关的.如此，便得出 

{<^ 1 , >： = Hom K ( K , A '). 

设有线性关系式> = 0， [) = 0. 由定 
.义-】.18的条伴3)，即知 

2 5 户卜 0 • 

1 

而 {“;•} 足 V 的—■组基，故 6 j = 0(7 = 1 , 2 ，…， ”） . 于是勺 = 0 •这 

就证出了{<〜，> 〆 ％，>，••，<%, >} 是线性无关的 . I 

设 V 是有限维尺向量空间，这里兀=及或 C , 任取一组基 
2 ,…， ％}，令咒 ** 为 V 的坐标系•设< , >为一给定 
的弱內积.令 ZeH 0 m K (7 C ", P ) 为如下定义的 矩阵： 


= Wj >， 




••• a 2n 


n 







nn 


任取 u + + ... + b n v nf w = c i v i + c 2 v 2 +^ + 〜 则有 
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( 并〉 


<u,wy =： 






r c 


* 

m 

« 




如果我们在中定义內积为 


• b l ' 


m c x - 



Ct 

鲁 

• 

• 

9 

m 

串 

• 

• b n - 


• c n ^ 


[A b 


Z 


KU 




则（於）式可写为 


< u,wy ^ < p v w f p v { w ) y m 


在这种意义下， 乂即是 V 的弱內积<，>相对于基{',〜，•••,、> 


的矩阵表示式. 

% 

在选取基{ 心，心 ，…彳 《} 时，有一种特别优越的基，即所谓 
“正交墓”，其定义 如下： 

定义 4. 13 —组基 { f 2 , …，〃 „} 如适合下列条件，则 称为; 
(对弱內积< ， >的)正 交基： 

L 

，" j > = 士 ^ i ]9 


此处 


讨论 


. f 1 ， 1 = ； J 

d iJ = A 

〔 0 ，味 / • 

如果芘…，、}是 TH 交基，则弱内织的取阵丧示 


式足 



± 1 



土 1 





j 


扣对角线上+ 1 的个数减去- 1 的个数，称为 A 的符号差或弱內积. 
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< ， > 的符号差.不难看出，一个弱內积是內积当且仅当其疔号 
盖;乙？! - dim V. 

定理 4. 36 设< ， >是有限维向: t 空间 V 的弱内积，则 V 有 


正交站. 

证明从 V = K 开始，我们逐渐将 V 分解为 

V ^V^xV^x … xV ^， 

使< , >作用在每个 A 上仍是弱內积，以及对任意的 heK ， 
Vjeyj f 如果4/，则恒有<4,~> = 0,最后我们要做到 i = «， 
dimV ^ = 1，即实现 V 的完全分解. 

n 

从 V = K 开始，假设我们已做到了 7 = 的 

阶段.设^^>1,我们要进一步分解任取 A 的一组基 
{n i} u 2r » t n m } 9 则有两种可能： 


1) <Uj ； Uj> = 0, V i = — 

2) 存在某个/，使不妨设 / = 1. 
在第 1) 种情形下，我们要另取一组基{吣，《^ 


} ，使 


之成为第 2) 种情形.显然，<4,4>不可能全为零，否则 〈 W ， 

>是心的弱內积的假设不符(请注意<，> 
是非退化的).不妨设 〈 U 1 如果， w 2> 不是纯虛数，则 
取 


就有 


= U ! + t <2， = Uj — ^3? *••， = 


<w { ,Wi> = <U lf U^ + <U 2 ^1> + < U 1 f U 2> + < U Zf U 2> 

= 〈以 1， U 2> + 〈“1，以2>与0. 


如果 < h ，〃 2 > 是纯虛数，则取 



252 


^ w —〈 1 “ 2 ，以 1 〉 + <“ i ，⑴ 2 〉 

= + i<u x ,u 2 y = 2 i<n iP u i >^ 0 m 



综上所论， 1) 可以归结到 2) 的 I 靑形. 

现设 < U 1， U 1>^0* 取另一组基 {切1 ，％，*，• ， Wm } 如下： 

W x = Uj , 

Wi = «i- (<Ui,«i>/<Wi,Mi» u i> / = 2 , …， 

请注意，从几何上看，（<4，《】>/<«!，七〉)〜即是屮到4所碑 
定的直线上的投影 _ 不难检验 

<»1 ，似】•> = (<«i ， «j> /<«! ^!> = 0 . 

取％为由{%}生成的向量空间 ，州 2为由{切2, …， Wm } 生成的而 
量空间，则有 

V ^ W.X W 29 r = 1 ^ 1 xW r 2 xV 2 x - xV i- 

容易看出，如果"，《属于％, …， h 中的不同者，则〈匕 u > 

= 0. 我们尙须证明<，>作用在上，仍是弱內积 • 事实 

上，我们仅须证明<，>在^^，研 2 上是非退化的 • 

在 Wi . b ， 如果 fl ^ FO ， 则 

^aw XJ aw{> = aa<tv l y w x y^ ： Q^ 

所以<，>不是退 化的. 在砑 2 上，任取 uew 2 , 如果 <«, oo ,. 
v <> ew 2 ， 则任取设 

V = w\ -{- w r 2 + Ug + + U m» 

此处 < e 灰“ w f 2 ew if u # 2 ev 2 , …， < ev m , 则有 

W > = < U , M / 1 > + < U , ti / 2 > + < U , U ’ 2 >+ "• +<« 〆 „> 

= 0 + 0 + 0 ++ 0 = 0 * 

根据弱內积定义中的条件 3), 我们立得 u = 0. 所以< ,>在^\ 
上也是非退化的_ 

以上证明了，如果则 VV 可以按照我们已定的条 
件进一步分解 • 自然，如果 di m Vi>l， 也可如法分解 • 如此逐 
步进行，一直到完成分解，便有 dim =1， V" = V\ x … x 
^n . 此时，任取的基 {<•}， 则必有年 0, 否则 < ， > 在 
Vj 上是退 化的，不成为弱內积了，根据弱內积的条件 2) ， 

= 所以 << 〆 > 是实数，令◊’, 〆 >= ± a ?(4 
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及），取 < = </〜， 立得 «,<>= ±^/.于是 {<,< ，…， o 
是7的正交基 . I 

讨论 1) 如果<, >是內积，则易于看出< , >作用 在/的 
任意非零子空间 U 上也是 V 的內积.所以，按照本定理，任意非 
零子空间卩也有正 交基. 

2) 一般言之，弱內积< , >作用在子空间 U 上，可能是退化 
的. 例如在例16中，“光锥”上通过原点的直线都是一维子空 
间，在此直线上，< ， >恒为零，故< ， >为退 化的. 在此子空间 

內，自然不可能有正交基了 . I 

一般言之， 域尺 （不一定是及或 C ) 上的向量空间 V 的任一 
线性变換 Hom K { V f V ) t 对应着 y 的对偶空间 Hom K < y ，/0的 

一个线性变換了*，其定义如下： 

( r */)0) = /(7 Xi ;))， V /€ Hom K ( V , K ), yeV . 

T * 显然是 H omK ( y ， iO 的线性 变換， 称之为: r 的伴 随变換 .设 
兀=/?或 （：，V 有一弱 內积< ,>， dimV < oo . 根据定理 4. 35， 

Hon ^ CKIO 即是 {<〜 >: ^6^}, 所以对于任一 /=<〜 >e 
Kom K { V , K ) 9 r */ 必可写成<心 >的形式.于是， r (它规定了 
决定了 Y 到自身的映射(仍记为了 *): = 容易验证， 

这个 r * : V — V 是一个线性变換，仍为的伴随变換•'在这样 
的记号下，’我们有 

『*(<〜 »=<7 1 *( y 1 ), >, 

注意到 Hom K ( K ，/0 上的变換了*的定义，即知 

T * i < v lt v 2 y ')=< v lf Tiv 2 ') y 9 V ^ 2 eV , 

.故有 

<T*(v l ') f v 2 > = <v u 7> 2 », v ^^ 2 eV. 

例 18 设凡 = 及， V 是可数无限维 7 C 向量空间• •设 V 的组 
.基为 { U 2 , 〜定义內积< , >为 

I 

〈2>的， S ㈣ 〉 = 2 响 

l 有限 有限 」 - 
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定义 V 的线性变換 7’ 为 

7 ( 屮 ）= 〜 + 〜， V*>1* 

7’的沖随变換丁*作用在V的对偶空间 Hom K (V,K)i：. 试问 

T*<v lf >€{<〜>•• t^e^}? 

答案是否定的，事实上 

T* 〈〜，。> = <v if T (":•)>=： <〜，巧 + 

= < Vi ， y i > = 1, V ^ = 2, …, n ，•••• 

显然，不可能有任何一个使<〃，>有此性质. 

从上面的计算中， if % 

{<"，>: "GW 堊尺 ) • I 
设/： = /?或 C , dimV = rz < oo , < , >是卩的弱 內积. 我 frr 
可以把具体地写 出来. 任取 { u 2 , …， ％}为7的一组基， /) 为 
V 的坐 标系. 令为弱內积的炬阵表示式，即 

[ aij ]” x » ^ [〈口 f ,。 j >] n x « • 

设 rGHomdV J ), 其作用如下： 

n 

i - 1 

令石 = L > i 3 -] w ，， 即 B 为了的矩阵表 示式. 任取 

b 

f n n 

2 ⑼， 2 ㈣ ， 
f - i i - 1 

则有 

<u, T («;.)> = p(u) r ABp(wy 

= ~p(u) T CABA~ l )Ap(iv) 

^BA-yy P {u) t a p ⑻. 

I 

iTij <T*(^u) f wy^CJiuyAp{w) 9 

• • 

共 ||| C 为 T * 的矩阵表示式.故有 



C = { ABA~^) T = iA T )^ B T iA T ) m 

B 为= <〜，〜>= <^,^> = 5^, & A T = A ^ 于是: T * 的矩阵 
表示式为如果此弱內积 < , >是內积，则可选取7的 
正交基{^，〜，••.，、}，即有乂 = /( /表示幺矩 阵). 如此， T * ffy 
矩阵表示式即是芳 T = B *. 

综上所述，我们给出如下的定义. 

定义 4.20 设尺=： 及或 C，dim V = n < oo , < , >是7 的弱 
內积. 设了 GHoni K ( V ， V ).如巧了：了*，删称 r 为自伴变換 • 
任给矩阵乃 f : FL ( n , 兀），如果 5 = 5*, 则称丑为自伴矩阵.如 

杲<，>为內积，任取 V 的正交基，则自伴变換的矩阵表示式适 

自伴矩阵.如果凡=/?，则称0伴变換为对称变換，自伴矩阵即 

是对称矩阵. 

定义 4.21 设 / f = 及或 C，dim V = n < co , < , >是1^的弱 
內积，又设 TeEom K ( V f V ^ u 如果对于所有的恒 
< T ( u ), T ( kO >-<»,^>, 则称了为等距变換或酉变換.显然 ，： T 
为等距变換的充要条件是： T *： T 为恒等变換 • 

定义 4.22 设乂为复数 nxn 矩阵 • 如果= 则称力为 
酉矩阵或正交矩阵. 

定理 4. 37设凡=及或 C , dimV = n < oo ， <, >是1 的內 
积，又设了 G Hom K ( V ， V ) 为等距 变換. 则对任取的正交基 ， r 
的矩阵表示式 S 恒为酉矩阵. 

证明参见定义 4. 20前面的讨论，自明 . | 

设 A 是酉矩阵，我们把 A 具体地写出来： 


-A = 





a in 



= [ u l … u nlf 






其中 
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条 fl: AM 二 







# 


也即向 :1 集公 { W 2 , …,\}是化对一般的内积（参考例 14 及例 
16 ) 的一组正交芘 . 所以酉矩阵也称为正交矩阵. 

例13在定义 4. 20及定义 4. 21中，如果< , >是內积，幷且 
ft P 中议一般的內积，则有很自然的对应关系： 

V 的正交某—的标准坐标系， 


在正交基下，有 


自伴变換 


S 伴矩阵 


Si 


等距变換 <— > 酉矩阵 • 

果<，>汉为弱內积，则以上的对应关系皆不成立, 
V ^ R \ 弱內积< , >为（参考例 15) 



设 F 为下式所定义的线性变換. • 


例如： 令 








+厶2〉 








b 2 {a { h a 2 ) 


I 
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’ （ 3 心 - a z )/2 - 


^ b l - 

L (a { + a 2 )/2 」 

9 

-b 2 ， 


T 


a 


a 




所以立得丁二丁 \ 即了为岛伴变換.取正交基 




身 


则 F 的矩阵表示式及弱內积<，>的矩阵表示 A 分別为 


B 


3/2 - 1/2 
1/2 1/2 


A 




— 1 






而 P 的矩阵表示式为 


B — A 一 1 S* 


所以在弱內积时， 自伴变換在正 交基下 的矩阵不一定是自伴矩阵. 


习 题 

1. 设八， A 是三维空间7的两个线性 函数. 问常数心 ，心必 
须适合什么条件才能使/00 = 士和 fW = a z 有公解？ 

2. 举例说明< , >是弱內积，不能保证〃年0 时 

W> 卑 0. 

3. 设{ £ 1， s 2 ，…， s n} 及1，匕， …， ^n} 是向量空间7的两组 
基， C 为过渡矩阵，即 

(fi ， (2 ， … ， fti) = ( e i ， g 2 ， … ， e n) ^ • 

设<，〉是7的弱內积，在{ £ 1， 6 2, …， S «} 和 的矩 
阵表示式分别为 A 和 5 . 试用 C 和 A 表出 

4. 证明弱內积的符号差与标准正交基的选择无关 • 

5.0 .设< , >是0向量空间，的弱內积.证明 A 是酉变換 

Z 在某组标准正交基下的矩阵 A 适合 

A T GA = G, 
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奉 



其巾 


1 

m 

■ 

1 

0 

6. 设<， > 是向量空间 V 的內积.定义一个向量"的范数 

( norm ) 为 

1MI = 

范数相当于长度.证明 

\\V + lv ^ up = 2\\vp-i-2\\U\\\ 

试用几何学解释上式. 

7 •设<，>是。向量空间 V 的內积，&是7的子空间•定 
义 

V\ = <y ， x> = o, 

称 Vi 为心的正 交补. 证明是7的子空间，且 

考虑当<，>足7的弱內积时上述二结论是否成立？ 

8. 设< , >是 C 向：1签间 V 的內积， A 和5是线性变換. 

证明 

(】） （ AZ )* 二 XZ *， 其巾 AC : C ; 

(2) (A + By = A* + 

( 3 ) iAB)^ 

9. 对于 a 的那些肮，下面的矩阵是酉矩阵？ 

g ‘ J /2 - 

-1/2 a r 

M ). i ” < ， >是 C A 駕空间 V 的內积， A 足行伴变換.证明 
对于仃意的仏匕 < Z ( a )， a > 总是实数. 
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§7 谱 论 

令 A 为一线性变換，则 Z 的特征値的集合又称为 /的谱 的集 
合.在物理学的显子力学中，一个物理景——例如质量、能量、 
光的频率等等 一 常对应一个自伴变換 A ，而这个物理量的测度 
结果的纯态——例如光谱分析仪得出的光谱——即是这个自伴变 
換 X 的特征値，所以，特征値又称为谱. 

在本节里，我们假定 V 为有限维的向量空间，而且有一內 
积.我们将要证明两个定理： 

1) 设7为实数或复数向量空间，则对于 V "上任一自伴变換 
都存在着相应的正交基 …，、 }，使 A 的作用为实数对 

角矩阵的作用，即 

A ( v t ) = i - 1,2, — 

其中心 d 

2) 设 V 为复数向量空间，则对 V 上任一等距变換（即酉变換 y 
都存在着相应的正交基 { h , h ， …，、}，使 A 的作用为对角矩: 

阵的作用，即 

其中 AeC ， 且々的绝对値为 

上述的第二个定理对实数向量空间幷不成立，可参看例2 U 
我们先证明四个引理， 

引理1设 V 是有限维的复数向量空间，<，>是7的內积， 

A 是 V 的自伴变換，则 A 的特征値皆是实数. 

证明设 Z 是/的特征値，〃是特征値 A 的特征向量.请注意, 

夂可为零，但 〃不 能为零向量.按照自伴变換的定义，有 

A<y> = <t;, A(y)> = <A(u) ,y> 

=< Ay , y > = 兀 

于是 （又一叉 >< v , i ；> = 0, 又=叉， 
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即夂 为实数.丨 

引理2 设 7是有 限维的 实攀向 釐空间 ，< , >是^的內积， 
/是 V 的向伴变換•则 A 的特泷多项式（即 A 的不变因子 q ( x )， 
〜00，〜/’:00的乘积）可分解成实数一次多项式的 乘积. 

证明任取 V 的一组正交基 { h ， h , •••，、},令4对，％,"•, 
的矩阵表示式为 BEH 0 m R ( i ?",/?"). 按照定义 4. 15及定理 
4.30, 我们要证5的特征多项式可以完全分解成实数一次多项式 
的乘积， 

我们考虑 BeHon ^ W ' OczHoinjC ' C ”）. 因为 S 为自 
伴矩阵，自然有 B *= B r =5, 于是，不论在 Horn〆 /?”，/?”） 中考虑， 
还是在 Hom c ( C ", C ») 中考虑， B 总是自伴 矩阵. 令 B 的特征多项 
式为 

f ( x ) = det ( x / 一 B ). 

在 C [ x ] 中 / O ) 可分解成一次多项式的乘积 

II 

foo = 

* -1 

此 处心为 B 作用 & C •上的特征値 • 根据上一引理， A 皆为实数， 
于是 s 作用在及"上的特征多项式（同是 /( x ) = det ( x 7 - B )) 可以分 

解成实数一次多项式的乘积 . | 

根据引理1及引理2，应用定理4,25的结果，不论 /C = / f 或 
C ， 对应 于凡向 fi 空间 V 上的自伴变換 A , 皆存在 V 的一组基， 
使 A 的矩阵表示式为若当标准式 

• h 

h 


I 






】 m 




共中的块矩阵 / i 皆形如 
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其中勺为实数.我们要证明 A 的矩阵表示式为对角矩阵，也即所 
有的块矩阵 A 皆是1 X 1的矩阵.不妨设乃：=人(同法可证其余 
的).设的矩阵.假若 C > i ， 则有 

■( 功 S) = S + 如 S+1 ， V 

A ( wi ) =0^ 19 

其中％ ，…，叫 为使得 A 的矩阵表示式呈若当标准式的前 Z 个基向 
*• 计算 下式： 

由于 A 是自伴变換，所以上式左端又等于 

= <o l w l _ 1 + wi 

=,«；2> + <^i , W [> 

=qOi-i ,W Z > + <w t t Wi> 

< 此式计算中应川了 A 的事实），于是得出 < Wz ， i ^> = 0. 这与 
杓积的定义相违.总上所论，我们有下面的 引理： 

引理3条件如引理1或者引理 2. 则存在 V 的：1,使 A 的 
矩阵表示式为对角矩阵 . I 

对于自伴变換 X 的 f 同的特征値 A \ ， 其特征子空间 V ,, 及 
Va 2 有下述关系： 

引理4条件如引理1或者引理 2. 设有 A 的不同的特征値 
人年毛，及其特征子空间 v \& v ^ 2 . 则对于任意的 

x 2 j 恒冇〈〜，"々二❹. 

证明山于及，故有 

乂1<"1，厂2> <入1"1，"2> ~ = ^^1 

=〈"1，又2"2〉= 乂2〈"1，^"2>， ' 
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所以 d _ = 0， 

即彳 r = o # i 

给定自伴变換 A ， 选取 V "的一组基{%，《; 2 ,…， w „}， 使 a 的矩 
陈表示式为对角矩阵.然后按照 A 的特征値 { K , hr - M 重新 
排列基向量，使前几个生成 V Al , 其余几个生成 V , 2 , 等等 • 因为 
內积<，>在每个上的作用就是 V ”的一个內积，根 据定理 

4.36, 可以在每个 V ”里选取一组正 交基. 令这些正交基的幷集 

为{«1，《2, …, u n }， 则根据引理4，立得 { A ， w 2 , •••,!/„} 是 V "的正交 
基，自然的， A 对{七，《 2 ,…， 》„} 的矩阵表示式是对角 矩阵. 于是 
我们有： 

定理 4. 38设 K 是有限维的 K 向量空间，及或 C ， < , > 
是7的內积， A 是 V 的自伴变換.则存在 V 的正交基 {«:, w 2 ，…， 
及实数 \, A 2 ，…，，使 

A ( u t ') = *=1,2, …，， n , 

也即 A 对 { Wl , u 2 ，…,％} 的矩阵表示式是实数对角矩阵， 

证明见上面的讨论 . I 
例 20任取一个实系数的《元二次多项式如下： 

/(艽1, Wti )= + £? . 

令匀;定义如下： 

d 

dfj^C 

令矩阵 D 为 


D 二 


W \ O r = D m 不难看出 
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在及"內采用一般的內积：则 D 自然定义一自伴变 
換，即 

v T • (Du) = (Z) r i) T 、u 二 (Ov ) 1 * u % 

根据定理 4 . 38 ，存在一正交矩阵 C 及一对角矩陈 H ， 使 

D = EC • 

因为正交矩阵 c 适合关系式= /,在目前这个实数的洌子中， 

C* = C T = C T y 

& C r C = /. 于是 = 所以上式可以玛成 

D = C T EC. 

代入原式，立得 



郷 1二次多项式/可写成 

n 町 

f : 2 又 w + 

^ - 1 ； - 1 

此处心为对角矩阵£的对角线上的实数，即。的特征値* 
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以上的讨论，对二次曲面的分类很有用处 • 在两个变数的时 
候，二次曲面即二次曲线， 

= a ii x l +b i x i -hb t x i + c % 


.应用上面的讨论，/又可巧成 

yi ' 

+ [ b \ ] 

夕 2 ■ 

—^ 1^1 又2及】+ I — 心 2A 十匕 




此处{义，如}也是正交坐 标系.按照心 ，心的値，二次曲线可分类 
为： 1) 椭圆： W >0; 2) 双曲 线： w <0; 3) 抛物线 AA 2 = 

0. 同法我们也可以将三维空间的二次曲面进行分类 • 1 
以下我们处理等距变換（即酉变換)的“谱论” • 

引理5设 V是有限维的复数向量空间，<，>是內积，乂是 

Y 的等距变換 • 则 A 的特征値的绝对値皆是1 • 

证明设 A 是^的特征値，〃是特征値 A 的特征向量 • 按照等 

距 变換的定义，则有 

<” ， t>> = <A(t?) , A(^)> = <Ay, At»> = 

.故 |A| 2 = = 1, I 儿 1 = 1. I 

我们现在证明 /的若 当标准式为对角矩阵 • 就像在引理3以 
前的讨论一样，仅须证明所有的若当块矩阵都是 1X1 的矩阵•任 
旅 A 的一个若当块矩阵/，假设 

， l>u 






* 


今 {A ，％,"•，％}为相应的一部分基向量，则有 

A ( w s ) = cu ^ + u ^ +1 , s < I , 

A { wi } = cwi % 
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按照引理 5， kl - i . 汁算 下式： 

= <cw l _ l + w t f cw x y 

= 以 , 〈⑴！ ，⑴ i> + C^Wi 9 w x y 

C < W ly W {>, 

故 <>!，％> = ()• 这与內积的定义矛盾，于是我们证出 

引理6条件如引理： 5. 则存&7的忠，使 A 的矩阵表示式是 
对角矩阵. 

类似于引理4,我们也有下面的引理. 

引理7条伴如 W 理 5. 设冇乂的不同的特征値及共 
相应的特征子空问 v ^ Al , v , 2 . 则对于任 意的心 
恒冇 W 2 > = o . 

liE 明 〈"1，"2> = 〈"^("1)，乂("2)> = 〈乂 l " l ，几 2"2〉 = 又 1 义2〈"1 ，": 2> 

由于 W = l ， 故心 代入上式，有 

<v l} v 2 y = . ； i<,v { ,v t y m 

A \ 

但是故必有〈"1 ，"2〉 = 0. | 

综合上面所证的几个引理，我们 立得: 

定理 4. 39设 V 是有限维的.复数向1：空间，< , >是內积， A : 
是 V 的等距变換(即酉变 換). 则存在 V 的正交基{〃,，、…， t ••丄及. 
绝对値为1的复数 U 2 , …， ，使 

M^i) =^i^i t = 1,2, —,n, 

I 

也即 X 对 {4,%， … ，《„} 的矩阵表示式是特怔 値心 的绝对値皆等 T - 
1的对角 矩阵. i 

P 

I 

例 21 对于实数向堡空间，定理 4. 39是不成立的.例如在灾 
数平面上，取一转角不等于 MXl 80°( ri 为整数）的旋转 A . A 釣然 
是等距变換，但 A 显然移动每一条通过原点的直线，故 A / f : 尤灾 
数的特征値，自然 A 的矩阵表示式也小相似子对角犯阵 . 
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习 


趣 


以下设 V 是 c 向量空间，< , >是內积 • 

1. 如果线性变換力满足 XA * = 则称 A 是一个正规变 

-換.证明 

(1) 自伴变換和酉变換都是正规变換； 

(2) 若 A 为正规变換，则 Z 和 A * 有共间的特征向量，且特 
征値互相共轭； 

(3) 若 A 为正规变換，则属于 Z 的不同特征値的特征向量 
互相正交《 

2. 设 A 是正定矩阵 (即/ 是实对称矩阵(行数为 n ), 且对任 

意的 

^ = [ x 2 … 

都有而仅§义= 0时才有 X r AX =0>. 证明 A 的特征 
値皆为正数. 

3. 设乂是弘的自伴 变換. 如果 < A ( a )， a >>0, VaG ^\{0}, 
则称 A 为正定的自伴变換.证明： 

乂是正定的自伴变換4今 A 的特征値皆为正数 • 

4. 设 Z 是 V 的可逆自伴变換，证明乂 2 是正定的自伴变換 • 

5. 设 A 是 V 的可逆线性变換，证明是正定的自伴变 
長 

设4是7的自伴变換 • 又设^是/的一个特征値，且是 A 

的特征多项式的& 重根. 证明 V 的属于 A 的特征子空间 V ;的维数等 
于 L 

设 T 楚 V 的卩:定自伴变換， A 是7 1 在一■■组标准正交基下 
的矩阵.对于 - Y =[ X , x 2 … Jt n 3 T eC \ 定义 

/(X) = X T AX t 

-证明存在可逆坧 R : c , 使得 

fa^)=Pi +Pl + - + yU 
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其中 X = C.[ h 夕 2 ― y n ] r # 

8. 设乂是 nxn 自伸矩阵 • 证明存在 nx » 可逆矩阵使得 

a = qg\ 

9 • 设义足 V 的线性变換，滿足 A * = - 证明 A 的特征値皆 

是零或纯虛数 • 特别地，实反对称矩阵的特怔値皆是零或纯虛 

数. 
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第五章一元多项式的解及域论 


§1 C 的代数封闭性 


在一般科学或数学里，对于某些数量、数据以及菡数，通常 
先求得它们必须适合的必要条件(这些必要条件常表现成一组方 
程式），然后进一步运用推理的方法，导出这些数量、数据及函数 
來. 第一个步骤（求得必要条件的 步骤〉 分属于各种学科与数学的 
领域 • 第二个步骤(从必要条件求解)属于数学的范围.这是数学 

.的精妙功夫，也是数学的饶有趣味的所在 • 

按照这些方程的獎別，这些必要条件可以分成代数方程式、 

微分方程式、积分方程式 等等. 代数学的要义是处理代数方程组 
的解的集合，以及用代数的方法处理一些非代数性的方程组，幷 

. 从此推论出一些数学的性质 .. 

在前几章，我们已经遇到不少这一类的例子 • 例如： 

1) 求一组同余式的公解，解的存在性反在某种意义下的唯— 

性（中国剩余定理，即定理1.10)» 

2) 两个二元 多项式 的公解 （第三章例 8 )1 

3) 从一个矩阵乂 GHom c ( C tt , C «) 的特征多项式 det (3 c /- A ) 

求得 A 的若当标准式的有限的几种可能的形式 • 从而知道选择适 
当的坐标系以后， A 的几种可能的作用（第四章 §5); 

4) 从奇次实数多项式皆有实数解，利用特征多项式，推出 

及 2B + 1 的旋转皆存旋转軸(第四章例 W ). 

在 3) 与 4) 中，特征多项式 ’） 6九1>] ( K 为^或〔）• 

实际上， 把尺中 的元素与认同后， 兀成了 的子 

孤 = 则可 以考虑 尺[>]中的元素 det ( xJ - A ) 
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在 L 中的娘 • 一般言之，设只为一交換环，5是包含的.个 

环， /( jc ) G ^ M , 则在$中求 / U ) = 0的解是有意义的. 

关于一组方程式的解，敁筒单的情形是求一个一元彡 项式住 

域尺 中的彤.筑二-:窃屮已 Yf 关丁•极的个数的命越(定理 3. 15的. 
系2)， 

在上面的 3) 中， 一个特 征多项式虽然只有有限个若当标准 
式的解，然而在 Hom c ( C >， C >) 里却有无限多 个解. 这是因为. 
Hom c ( C ”， C ”） 是环，而非域，所以不适合定理 3. 15的系 2. 

有一类重要的域是所谓“代数封闭域”，见下定义， 

定义5 • 1设凡是域，如果任意非常数的多项式/ <>•) G 凡 [>]: 
* ： K 中赀最少有一根，则称 / C 为代数封 闭域. 

定理 5. 1以下的 •:个 条件呰等同， 因 此条件 2) 与 3) 皆可作 • 
为代数封闭域的定义： 

1) 凡足代数封闭域； 

2 ) 尺 !>] 的彳〈可分解的元素皆是一次多项式； 

3> K [ x ] 中的非常数的多项式皆可分解成一次多项式的乘’ 

$ 1 . 

证明 1) 二今 2). 设 / O ) 为不可分解的元素，于是 / O ) 非 
零非可逆，即/00弓 K •所以 /( 幻是非常数的多 项式. 按照定义 
5.1, 八幻敁少有一个根 • 令此 根为〜 由欧几里得算法，存在 

c / O )， r (；0 G 凡 O ], 使 

fC x ) = d(x)(^x -a) + r(x) ^ deg r(jc)<deg(x- a) = l, 

于是将 : t = a 代入上式， 立得： 0 = /( a ) = r , 即有 

fOO - a ). 

因为 / O ) 不可分解，所以必有 </00 于是 /( x ) 是一 次式. 

2) =今3) • 因为兀 [<] 是唯一分解的整环，所以任意非常 • 

数的多项式皆可分解成不可分解的元素的乘积.于是从 2) 立得- 

3) • 

3) =今1).任取一非常数的多项式 / OOG / q >], 按照3)， 



我们有 

/( x ) = n( a A— ~), a ^o. 

瞀 

t 

于是 x = 显然是 /( x ) 的根 .I 

讨论实数域 R 显然不是代数封 闭的. 例如 V + IGRO ] 在 K 
中就沒有根，因为任取 aGP , 则于是 a 2 + l >0. 1 
下面这个定理是所谓“代数基本定理”， 

定理 5.2( 代数基本定理）复数域 C 是代数封闭域. 

证明一应用复变函数论的 Liouville 定理： 在 C 上有界的解 

析函数皆是常値函数.假设一非常数的多项式/00 GC [ x ] 恒不 
为零.令^ >) = l //00. 则 POO 为解析函数.取一适当大的圆盘 

^>k = { x ： |^|< fc >. 

因为 

Jim = 0, 

fxf^oo /( X ) 

所以当充分大时，有 

1 ^(^) I ― |/( jc )|〈1， • 

而沒 ( O 为连续函数，所以 aoo 在 Dfc 上为有界的，于是£?00在 c 上 
亦有界.按照 Liouville 定理，沢 X )为一常値函数，也即/00为一 

常値函数 . I 

证明二应用复变函数论的“极小模原则”，一个非常数的 
解析函数在定义域內不可能取得非零的极小模.设多项式/00 e 
> C [>] 恒不为零.取一适当大的圆盘 = \ x \^ k } 9 使得 

1/⑺ 1>丨/(0)丨， \/ xeD k . 

而 1/(01 是连续实函数，所以在圆盘 Dfc 上必有极小値.于是此 
极小値必为 zoo 在 c 上的极小模.按照极小模原则，/00必为常 

数 • I 

证明三我们先对多项式证明极小模原则，再利用上面的证 
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明二 •• 假设 /( 勺在 r = fl 点取得非零的极小模.不妨即设、1 = 0.令 
/(0)=^0,可以考虑 p / oo , 如此，不妨即设 /( o ) = l . 令 /( x > 
的展开式 如下： 

/(x) = 1+ a^x 11 -r a n + 1 x” + 1 + “• + 

此处％女 0. 上式又可以整理 如下： 

/(x) = 1 + a n x 1l (l + b 1 x+-* + 广”） • 

令 x = t/^/'^T nf 而令 f 为正实数趋于零.则有 

/(</d) = 1 - r (1 H- £(0) , 

其中 lim |£：(/)丨 =0. 于是，当 f 充分小时，有 


1/(■" a n) I ^ 11 - - t n e(t) I 

<|1-^|+^I £ (0|<1, 

这与 /(O) = 1 是极小模的假设矛盾.这就证明了对多项式的极小 

模原则.接下去应用证明二，便得到本定理 . 丨 

■ 

根据代数基本定理，非常数的多项式 fwe ci>] 皆有复数 
根.于是，如果 /OOGQ[>], 则 zoo 自然有复数根，我们有下 
面的定义. 

■ 

定义 5. 2非常数的多项式 /(x)€Ql>] 的复数根称为代数 
数.反之， 如果一 个复数 c 不是任何非常数的有理多项式的根， 
则称 c 为趄越数. 

我们要证明代数数的集合是可数的.首先我们 证明下 面的引 

理. 

引理 QO] 是可数集. 

iiE 明 令 P n = {f(x): deg/(x)<n). 不难看出 …, 
X ” } 是作为 Q 向 S 空间的一组基.于是有 

dimP n = n + 1, 

立得尸 r ； 与 n + 1 个 Q 的直积 QxQx."xQ 同构. 而且 

0 x Q x — x Q = U {a} x Q x Q x ••• x Q, 

、■ _ n ― 一 ■ ag f a cq 、■ |f 

个 *个 
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按照数学归纳法，可以假设 n 个 Q 的直积是可数的，于足丄.式: 
表明 n + l 个 Q 的直.积是可数个可数集的幷棠，按照定理 1.1 的 
系，我们得知 n + 1 个 Q 的貞积也是可数的.于是，我们立得 
是可数集. 

进一歩看，我们有 

00 

QM = U 尸《， 

W — 1 

故 <?[>] 又是可数个可数集的幷集.再次应用定理 1.1 的系，我 ffl 
导出 Q [幻是 可数集 ，I 

定理 5. 3代数数的集合是可数的. 

证明先把 Q [>] 的非零元素排成 一列： 

flW ， / 2 (x), … ， f n (x )， …， 

每个非零多项式只有有限多个根，于是 • 

oa 

代数数的集合 = Uh : a 是 / i (幻的根}, 

i - 1 

这是可数个有限集的幷集.应用定理 1.1 的系，我们导出这是一 
个可数集 . I 

根据定理 1.2, 我们知道实数集$是一个不可数集.于是 CT 
也是不可数集.根据定义 5. 2,我们有 

c = 代数数的集合 U 超越数的集合， 

故超越数的集合必然是不可 数集. 应用“测度论”与“槪率论” 
的槪念，任何可数集的测度皆 为零* 于是自 C 中任取一数 C , 则 
c 为代数数的槪率为零，而 c 为超越数的槪率为1,在这种意义 
下，代数数是非常稀少的，而几乎所有的复数皆是超越数.然而 
如果给定一个数（例如圆周率 n 或3然对数 In x 的底 e ) ,则幷不 

容易判定它是代数数，或是超越数.目前已知 n 及 e 皆为超越 
数，然而无人知道 3 t + e , it - e , 3 te , Jt / e 等数是否为超越数. 


273 



习 题 

1. 设 /00 = ( x - i ) 2 0 + l ) 3 , 证明存在 C 上无穷多个 5 阶 
方阵夂使/(幻=0. 

2. 设及是一个整环，包含 C 为典 子环， 如果对 R 中的加 

法及(：与 i? 中元素乘法， i? 组成（：上的有限维线性空间，则 

R = C. 

3. 设/(幻 = +0 〆 ^ + ••• + ，如果/(0)，/(1) 

都是奇数，证明/00无整数根. 

4. 设 fw = x n + +…+ a n e ^ M , 它的根都在单 

位圆內，证明它的根只能是单位根 

n 

5. 设 = ^町幻，它的根都是实数，证明 

j - 0 

5(^) = ^2( j ) a j x " ^ 


的根也都是实数. 

6. 将复数域 C 看作有理数域 Q 上的线性空间，证明这个 
钱性空间是无限维的. 

7. 考察 C 上如下二阶方阵所成 集合： 


H 二 



ajec 





证明//关于矩阵加法、乘法成一非交換环，其中每个非零元素 
都是可逆的. H 称为四元数体，它包含 C . 

8 . 续 上题. 令 a = l ， 0 = 0 ,得开的元素五；令《 = 1 , 

於 = 0 ，得令 a = 0 ，芦= 1 得令 a = 0 ，^ = i 得冗•证明： 


/2二 /2=尺2= 一£， 

IJ =： u，JK 二一 KJ 二 1， K I 二 —IK 二 j • 


<淸勾第二读§1的习题7相对照 . ) 
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§2 代数扩域 


在上一节中，我们提到两个域包含的 关系. 一般言 
之，设有两个域兀 <= L ， 而且其加法与乘法的定义是一致的，则 
称兀是1的 子域， △ 是凡的 扩域. 就像定义 5.2 — 样，如尺是 
乙的子 域时，我们可以定义“代数元”及“超越元”如下： 

定义 5. 3 设冗是 L 的子域 • 如果 L 的元素 a 能适合 
中的某一非零的多项式/00，即/00 = 0，则称 a 为（对凡的） 
代数元，反之，如果 a 不是任何非零的多顼式/(勻€ 的根， 
即如果/0)年0， /( a ) 恒不为零，则称《为（对 尺的) 超越元 • 
如果1的元素都是对尺的代数元，则称 L 是尺的代数扩域 • 

对于代数元，我们有下列的判定定理： 

定理 5. 4设兀是 L 的子域，则下列四个条件等价 t 

1) a 是代数元； 

2) K[_a} = {/(a) : /00 € /：[>]} 是有限维的 K 向量空间》 

3) 环映射 




P ( 9 ( x )') =gW 


的核 P -1 CO) = (/(^O)^F(O). A[a] 与 A[x]/(/0)) 同构； 

4) KO] 是域 . 

于是，条件 2)，3)， 4 ) 也是代数元的定义 • 

证明采用循环 证法： 1)=今3)=»2)=今4)=>1\ 
1)=» 3). 不论 a 足否是代数元，条件 3) 中的映射 P 总是 
环 满射. 已知 a 是代数元，于是 K[>] 中至少有一非零的多项式 
h(x )， 使 A(a) = 0, 即 P(ftO)) = 0. 于是 P _1 (0> 

i ： (0). 因为尺[>]是主理想环，而厂 1 “）是一个理想，所以存在 
/( x )G^M, fOO 乓0,使 P _ l (0) = (/( x )). 按照定理 3. 22, 
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if [ a ] 与 / Ci >]/(/( J ：)) 同构. 

3)=^>2) # 我们自然仅须证明兀|>；1/(/00)是有限维 / C 向 
量 空间. i^n = degf ( x ') 9 已知 / O ) 是非零多项式，于是/( X ) 
必、是非常数的多项式（因为如果/00是非零的常数，则(/( X ))= 
<D = ^ M , 从而凡 [>]/(/00) = {0}，不可能与兀 [>] 同 构). 
这样，我们有 deg /( x )= n > l •以表示在 
典型映射兀[>]—凡1>]/(/00)下的象，我们要证明 { T ， M 2 , …, 
J ”- 1 } 是兀0]/(/00)的一组基.如此，则知 iq >]/(/ oo ) 是 7 J 维 
^ 向量空间. 

任取沢巧€冗1>]/(/00>.按照欧几里得算法，存在 doo , 

r 00 6 兀!>]，使 

9 < X ) -^( at )/( x ) + r ( x ), deg r ( x)<deg f ( x ), 

:对上式作典型映射 a ： w ^ m /(/(^)), 则得出 

- ": *7 ——-- 

9W = d ( x ) /( x ) + r ( x ) = r ( x ) = 2 a i ^ { . 

i =0 

于是 …， v 1 } 是生成 元集. 又如果有线性关系式 

a - 1 

2。<无 f = 0， 

i -o 

则有 

« - 1 n - 1 

2 WG (/00)， foo 

f-0 1 卜 0 

« - 1 赠 _ 1 

比较 / O ) 与2 fl i X( 的次数，立得2为零多项式，也即 

t ■= 0 1-0 

a i ^0 ( V * u ，".， n -1) • 于是 { T , 无，龙 2 , ."， f 1 } 是线性 

无关集 • 综上所述，我们得出03,於 ，…， f 1 } 是 K ( X ]/(/( x )) 
的基. 

2)=> 0. 因为 / C [ a ] cL , 所以兀 [ a ] 自然是一个整环.耍 
证明皮 O ] 是域，仅须证明对任意的 fc ( a ) GK [ a ], / 1 ( a ) 车0,则 
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A ( a ) 在凡 ( X ) 中皆有逆元 • 设 dira x K [>] = n ， 则{1， fc ( a )， Hct )、 
••• , ( a )} 必为浅性相 关集. 于是有一线性方程式 

a Q + a t k(a) + — + a n h(a) n = 0, 

其中至少有^个 A 年 0. 如果％ = ()，上式可写成 

(a! + + ••• + a n A(a) ■ _1 )A(a 〉 = {)• 

由于 K [ a ] 是整环， ft ( o )^0, 所以 必有 ’ 

心 + a : 办 ( a ) + “• + a n A ( o 〉* ^ = 0# 

如此逐步推论，.不难看出必有一线性方程式 

ft 。 十 + •** + ~ o > 

其中 & o ^0, rn < n # 上式又可改骂成 

1 = -(&+•••+&(» 广.⑻， 

1 

于是证出 Ka ) 在 / C [>] 中有逆无* , 

4)==> 1). 如果 a = 0，. 则 a 是 f 的根， a 自然是代数元 • 如 

1 

果 吟 0,则《*在尺 [ a ] 中有逆元 V 4其为 S 于是 

<-0 



即 」 + ...+ a ft a- 1 = 0. 

令 f ( x )= ai x l + l + ••• + a 0 x-l, 则 /<?) =()• * 又显然 /W^FO, 故: 

知 a 为代数元•丨 

系设兀是1的子域， a eL , 则下列四个条件是等同的： 

1) a 是超 越元； 

2) 兀 [>] 是无限维 /C 向量空间； 

3) 环映射 

P ： A ： M ^/ C [ a ], 

P(5(3c)) ⑻ 

的核厂 KO)。^)，A：[a] 与 A；l>] 为自然同构！ 

4) 夂! >] 不是域 • 
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于是，条件2)，3)， 4) 也是超越元的定义. 

证明系的条件 1), 2), 3), 4) 与定理 5.4 的条伴1)，2八 
3), 4) 恰好相反 . | 

定理 5. 4的条件 3) 给出如下的定理. 

定理 5. 5设兀是1的子域， a 是代 数元. 则对一个 
非零的多项式/00€尺[>]而言，下列两条件是等 同的： 

1) /( a ) = 0, /00是夂[>]的不可约的多 项式； 

2) (f(x)) = {ff(x )： ff(x)e^[xj, ^(a) = 0}. 

$ 果要求 /OO 是首一多项式，则 /CO 是由上述条件唯一确定的. 
&时称/00为 a 的极小多项式,/00的次数称为 a (对尺的)代 

每次数. 

证明1)==> 2) .令 

t = 500€兀|>], &( a ) = 0}. 

显然，/是一个理想.我们巳知町 >] 是一个主理想环,所以/ = 
(A(^)>, 其中 AOc) 不是可 逆的， 由于 /(a) = o , 所以 /00 €h 

故必有 

/ 00 €( A ( x >), AOOl / OO . 

而/(:0是不可约的， 于是立得 

/00IA00, / = (A(x)) = (/(x». 

2)==> 1). 根据定理 5.4 的条件 3), 我们有 

lil f -/ f [ a ] cL , 所以 / q >] 是一个整环.根据定理3.24,立得 
(/(?0)是一个素理想.读者不难看出，这就是说/00是一个素 
元.而在中，素元即是不可约多项式，于是本定理得证 . | 
系 a 的代数次数即是 A ： 向量空间 K [ a ] 的维数. 

钲明根据定现 5. 4的条件 3) ，知 

/f[a]^/C[x]/(/(^». 

^ deg /( x ) = n , 即 a 的代数次数为 n . 在定理 5. 4的;明中已推 
IW [了， A 护 ，…， F - 1 } 是/(0]/(/0))的一组基，于是本系理捋、 
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1正 •暑 

定义 5. 4设凡是 L 的 T 域，用符号•上]表示 L 作为凡 
向量空间的维数 • 如果[1:1:<°°，则称 L 为九的有限扩域. 

讨论 r 如果乙二^足（对凡的）代数元，则尺 [ a ] 泣然赴 
尺的有限扩域.反之，如果 [足 ’的何限彳广城，则对任在 a d 

布 

w >[ L : 尺]>[尺[<]:尺 ]= dim K iC [ a ]. 

于足•限维 /( 向 M 空间 • 根据定理 5. 4，立得 a 是代数 
元以及尺 [ a ] 是域•于是凡 [ a ] 也觅尺的冇限扩域 • 

定理 5. G 设乙是尺的有限扩域 ， i 2 * * S 的有限扩域，则恒 

Yf 

: IS ： K 2^ S ： L ^ L ： K ^ 

于足 ^也是兀的有限扩域 • 

证明设{%，…， a n } 是乙向置空阏5•的一组基， {爲”…九 } 
是 / C 向1：空间/ > 的一组基，我们要证明 

d 

{ a t pj ： i = l ,—, n , ; = 1, *•*, m ; 

是 / C 向: M : 空间 S 的一组基* 

设有下列的线性关系式 

i * i 

则冇 

2 (2 c i 而 ) a i = 0，2 c ii ^ i < c L . 

i 

■fxj X ； {^ 1 . … 〆 。}是 L 线性无关的，于是得出 

2 c U^i = 0, V *' = l ，2, …， 《• 

ihiUj ''•••， K 线性无关的，于是得出 

C'ij = 0, V* = l ， “. ， n, 7‘ = 1 广.凡 
如此，我们 i 正明 T ( a iA : * = 1，…， n , ; = 1 ，…， 饥}是尺线性尤关 
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的. 


任取 y G $， 财有 A ，… Wn G I ，使 

V = Ah + … + d n a n0 

又因 {万1 ， … ，戶 m } 是 尺 向量空间【的基，于是存在 /ij € = 

1，"，《， /= l ,.", m )， 使之 = 2 于是有 

rf 

t 

V = 2 fu a i ^ i 9 /ud 

“ i 

这样，我们证明了怍而■: …， n ， ； = 1, …， m } 是’向董空间> 

S 的基 • 由此立得 

[5 ： /C] = nm = [S , ： L][L •• /C] • | 

讨论旣使 [ L : K ] = oo 或 [ S : L ] = oo , 在集合论的基数的意 

义下，我们仍可以证明 

[5：/ CJ =[5： I ][ L ： X ] # 

I 

上式的证明幷不难，然而本书用不到这个结果,所以不给证明 • 
读者不妨证证看， 

定理 5. 7 1) 设尤是夂的扩域，是对 / C 的代数元^ 
则有 Kla , « = K [ ct ][« 是 A ： 的有限扩域 • 于是 a ± )3, 邙 ， a〆 
09关 0) 皆是对尺的代 数元. I 中所有对 K 的代数元的集合是 K 
的扩域，称为兀在 L 中的代数闭包，记为兀/. 

2) 如果 及是凡 的代数扩域，5•是 i ? 的代数扩域，则5 1 是 
尺的代数扩域 • 又设只是 L 的子城，如果及£=只，则称只在 L 

中是代数封 闭的. 在 L 中是代数封闭的. 

证明 1) 因为0是对 k 的代数元，即 i ? 适合中的一 
个非零多项式 /00. 显然 /00€ Kt >] ciq >][>]， 于是 i ? 是对 
尺[>]的代数元.根据定理 5. 6,我们有 

[K[a f n：KJ = [K[aJ[^:K[aJJj ： K[aJ : KJ. 

此式右侧的两个数皆是有限数，于是尺 [ a ， W 是尤的有限扩域 • 
显然，皆在中，于是 a 与点作 
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加、咸、乘、除(只要除法是有意义的)的结果都是代数元 • 于昏 
Ki 自然是城.又，如果 M 凡，0适合故 iC 的元 
素皆是对咒的代数元 • 如此，于是 A ：/ 是 / C 的扩域 • 

2) 设则有一非零的多项式 

n 

/00'2 a i x< 

I 

使 /( v )= o . 我们可以列出下面的域的链： 

KczKla 0 2 c : Kla Qp ojc - c ^[ a 0 , a u - f a tt ] 

< zKla Q , a x ^ 9 a n 9 Y 2 . 

此链中的毎个域(除了首项的 K ) 皆是前一域的有限 扩域. 应用 
定理 5. 6,不难证出 

[7C[a 0 ,.-.,a n ,y] : 尺 ]=[ 兀 … ， y] ： ^[a 0 , •••，〜]] 

M 

x n [ K [ ao ，"， af ] : K [ a o , …， a — i ]]， 

* ■ i 

于是 K [ a 。， … ，心, y ] 是 A ： 的有限扩域.由此得出 y 是对 A ： 的代 
数元，故 * s •是 k 的代数扩域.设是对以的代 数元， 则 r 
是对尺的代数元，于是即兀久在^^中是代数封闭的 . I : 

系如果 L 是 iC 的扩域，而且1是代数封闭的(參见定义. 
5.1), 则 K 在 L 中的代数闭包是代数封闭的， 

证明任取一个非常数的多项式 / w . 则 fw e 
L £ xl . 于是 / O ) 在 X * 中有一根 a . 根据上定理的 2) , aeKl ^ 

于是是代数封闭的.丨 

例1根据上面的系理， Q 在 C 中的代数闭包 Q & 即所有 
代数数的集合，是一个代数封闭的域.根据定理 5. 3,此集合是 
一个可数集 • ' 

有一个流行的误解，认为从 Q 扩充到 c 是单纯为了解 一元: 
多项式 • 从上一段的论述中可以看出，如果单纯为了解一元多项 
式，应该从 Q 扩充到 Qh 其实，数论是从 Q 先扩充到这一 


I 
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步是求 q 的“完备化集 ”（见笫一荩§ 6 )， 如此得⑴ /?• 然后再 
求解实数方程式，才得到 C . | 

定理5 • 5定义了〜个代数元 a 的极小盡项式 /( x ) 6 AT . v ], 

它是 a 适合的 f ： 可约的泣一多项式 • 如果域是代数封闭的，则不 

可分解的多项式呰足 • 次式 • 在一般愦况下，如何判別一个多项 

式是否是不可分解的 •？ 这是 一 个扣当棘丁.的问 题. 下面这个定 
理，提供了相 T 付效的部分解答. 

爱森斯坦判別定理设只是一个唯一分解的整环，尺是只 
的 比域（参见定义 3. 6 )， /( x )(=/? Mc / C [ x ] # 如果在中存在 
素元 P ， 使得 fr : f (. x ) = a Q x n + 〜^〗+ ••• + a n _ lX + a n 中有 

P { 〜， p (i = 1, n) 9 

p 2 I ^>1, 

则 /OO 足尺1>]的不可分解的多项式， 

证明 令/( X )的內涵为 C (/( JC )) (参见定义 3.13). 取 
C(/(x)) •令 

/00 = d/*(x) t /*(x) = alx a + … +a：. l x+a* 4 

显然， d 在夂中是可逆元，而 j:L pi d \ a ^ 不难看出，我们依然 
有/*00€及 Mc / fM 以及 …、、 

P > «；. P \^ (* = l""，n), 

pK 

如能证明 /*(A 足 A[x] 的不可分解的多项式，则/00也是 /([>；] 
的不可分解的多项式.如此，我们不妨设 /(r) =/*( jc ), 即 /( x) 
是一个本原多项式. ， 

根据定理 3.12, 我们仅须证明/00是及 [>] 的 不可分解的多 
项式.假设 fCr ){ E 只 !>] 中可以分解为 

fOO = g ( x ) h ( x ), deg g { x^\ f deg 

令 p : 及 [>]'( 尺 /( P ))[>] 为自然的映射 • 又令心为丑/如)的比 

-域，则在虹幻中有下列等式 

p(/( x )) - P (^ o ) x n =P(5( jc )) p (A( x )) < 
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4-0> 而 H & 足唯 一分 解的盤环，于足必有 
KgOO) = b〆 ， p(h^x)) = b 2 x n ~ m 9 

如此立得 POK 0))=：0 = 〆 /!((}))， 即 

pIsKo )， p|^(o). 

1 

不难看出，我们得到了一个如下的矛盾： 

P 2 k(0) 办 (0) =/(0)=«„, | 

例 2 古希腊的数中家起初相信®—个实数都是有理数，取 
i 1 .;: [个直角边长度均为1的茲角三角形，应用商高定理（即毕氏定 
理）立得共弦长是〆了.当时证明了 v/Y 不是有理数，于是得出 
了〆了是一个数（实数）又不是一个数（有理数）的奇异难懂的矛 
)5. 中固的 占数学 是向小数进位的方向发展，读者可以参考“九 
疗算术”，所以沒有产生这个问题. 

我们可用上述定理证明 v/Y 不是有理数.令 / O) = V - 2, 
P -2, r = z 9 k = q ， 则立得 /oo 是不可分解的首一多项式， 
以及 /O) 是 v/Y 的极小多项式 • 如此，V/了的代数次数是 

deg /( JC ) =2. 


于足 Q(v/ 了 ）5Q, 即 v/2 eQ, 也即 v/~5 不是有理数.同理, 

a = pm « + lj5 ， 

共中 P 为素数 ， Pi ^>1, n 为任意的整数•令 

v = a / p m \ 

则 R 理可知，扒 x) = x w -y 是不可分解的首一多项式.于是 yT 

不是有理数，所以 Cl = P"々/7 也不是有理数. 

例3设 P 为素数.令?》1>00为 “P 次割圆多项式”，即 
fp(^) = i xP - V/C.X - 1) r=X p ~ l +X P ~ 2 + +1. 

在笈数平面 c 上， hOO 的根的集合即是在单位圆上以1为一顶 
点的正 P 边形的其余个顶点的集合.图 5.1 表示了 P = 5 的 
怙形 • 
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戏们惡证明是不可分解的多项式.令 y = 则有 


< pp ( i / + l ) = (( j / + ly _1)/夕 

W 1 +P 广 2 



因为 P 为素数，所以不难证出 


P 


P 


* 


1 ， 2,…， P — 1 ， 


P 2 I Py 


+ P 


于是 < P P W = v ^( i / +1) 是不可分解的多项式(参见上定 理）. 



图 5*1 

例4古希腊的数学家对圆与直线有偏爱，于是产生了用圆 
:规及直尺作图的问题.作图的规则如下：在平面上任取一直线为 
基准，在此直线上任取一原点及一单位长,然后以原点为圆心，单. 
位长为半径画圆，^与基准线相交，取得新的交点，即土扒如此逐 
步作下去，每次可以用巳作出的点，或作为圆心，或逋_巳作出的 
、两点画出一条 直线， 在画圆时，只能用已经作出的两个 i 之间的 
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距离为 半径. 在这种规则限制下，什么图形可以作出来啶？什么. 
图形作不出来呢了 


我们可以把这个平面当作复数平面，这个基准线当作实数车 A 
原点即0点, 单位长度即 1. 从平面几何学中，我们知道通过 
原点可以作 x 轴的垂线，如此得出虛数轴如果两个长度 a ,j5 巳经 
作出，我们来证明及卢都能 作出， 请看图 5. 2的 
图 (0 和图 (!>)• 易见图⑷中作出了在图 ( b) 中， △OASc^ 



图 5.2 

ACAD m 如果取 OA =a, CA = I 9 CD 则立 得顶、 
= o^. 又如果取 OB = I = CA 9 0 A = P f 则立得 

我们很容易把上面的讨论推广到复数的情形>一个复数 y = 
0+灼对应到平面上的点 (a, 力).不难看出， y 可以作 出令今 
彡可以 作出. 如果 y 2 = ot 2 +/? 2 i 为巳经作出的，则 

Vl ± y2 = ( a i ± ^2> + ( 办 1 士 办 2)i, 

VlV2 = ( a i a 2 - ^iPz) + («1^2 + Ml)i 
以及 vr 1 = -^)/(0* +^>(>^年0)都能作出. 

让我们从头开始考虑作图问题.首先我们有单位长1, 于是: 


285 



根据以上的讨论，我们可以在实数轴及虛数軸上，作出 Q 及 Qi . 
如此，域 Q [ i ] 的任一元素皆可作出，同理，如作出 aS , 则域 

的任意元素都可作出.我们可以把以上的讨论推而广之. 
设经过有限步驟作图以后，我们已知 Q 的扩域 K 的元素都可以 
作出，又知另有一复数 V 也可以作出，则我们导出 Q 的扩域 
K (7) 的元素皆可以作出. 

从上面的讨论，我们哲出，圆规 a 尺作®的问题即是从域夂 
到扩域的问题，我们想耍弄淸楚，在圆规直尺的限制下， 
可以作出的芨数 y 将会受到什么代数性的限制. 

设我们已知域 K 的元素都能作出（此处 K 自然可能是 Q )， 在 
R 能用夂 中的复数点和实数长时，我们能作出什么样的新的复 

r 

数点和实数长呢？应用圆规与盘尺，我们有三种可能的情形：直 
线与直线相交； K 线与圆相交；圆与圆 相交. 

1) K 线与 K 线相交.设此二直线的方程为 

( a ■- a 2 ) ( y - -： (/?, - _ a 2)， 

(^3 ~ a 4 )( 夕 _ 二 d - ，"4 )( A ■- a 4)， 

其中 a i + / M ， a 2 + Ai ， a 3 + > a 4 ^4* 6 a j ，办 J 都是实数.不 

难看出，上两个方程的公解 ft K 中，于是直线与直线相交不会 
得出新的点， 也沒有 新的实数长. 

2) 直线与岡相交.令此苞线及圆的方程为 

(Gj — ％)(夕 一 万 2) = ( 办1 ~ ■点 2) (又 A )， 

{ x - a. 6 y + o-^ 3 y = c 2 9 

此处叼,於 i , C ® 是实数， C f a x - t - a 2 + ^ 2 i , q 3 + ^ 3 i G 把线性 
方程式代入二次式，得出一个一元二次多项式 • 此多项式或可分 

I 

解，或不可分解.相应地，此元 O 或 iO 的解的代数次数是1或 
2. 又可用线性方程式求解另一元.总上所论，直线与圆的交点 
y 或在 K 中， 或兀 [ y ] 是 K 的二次 扩域. 如果得出不在 K 屮的 
新交点后，则此新点与其它点的距离，应用商高定理，又不外乎 
在 K [ y ] 的一个二次扩域內. 
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3) 两敁和义.令此二的力‘程 A 为 

(,x - a 2 y + {y - ^ c\, 

此处々，巧 ，勺 都是实数， AAA + Ai , a 2 +/? 2 id 将上面两 
式相减，得出一线性方程式 

d 

显然都是实数，且在 K 中.达个线性方程式可以理解成 
通过已作出的两个点的直线.所以，两圆相交的情形可以 归结成 
直线与圆相交的情形，讨论见 2) # 

综上所述，一个复数点或实数长 V ，能以有限步骤作图得出: 

fi 勺必耍条件，是存在一个二次扩域的链： 

_ , 1 * ， ^ 

V 

Qd; 尺 ! c: … cKj c … iC B ， 

’ 匸 & :Q] = 2 ， [/C J :K i _ 1 ] = 2 , 

ft V G ^ n . 反之，我们要证明这个必要'条件也是充分条件 • 

我们仪须证明，如果的元素皆可作出， 

2，则的元素皆可作出.任取不妨设 y 对 Km 的代: 
数次数是 2. 令: R : 极小多项式为 

x 2 + ax + j5 = 0， -“ 

令夕 = x + a /2， 则有 


.!/* 

如果 （ a 2 /4) 则夕自 

然沾实数，如果（《 2 /1)-点 
<0，则 P 足纯虛数.两者 
的差別不过是在实数轴或虛 
数轴驭 teifilQ . 所以不妨即 
取设 (《_ V 〗）^>0. 用相似 
H 角形的各边的比例关系， 
认荠即 " r 以利川图 5.3 求出 
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V ( a 2 /4)-/^. 如此， 



也可以作出 • 我们证明了上述的必要条件也是充分条件 ，: 

例 5 应用上面例4的讨论，我们可以解决古希腊的数学难 
▲翅，任意角能不能三等分？上面的提法不够精确，精确的提法 
是 I 任意能用圆规直尺作出的角，能不能用圆规直尺作图进行三 
等分 y 

我们用三角学的公式可以辱出. 

4 cos 3 0 - 3 cos 0 =： cos 3^ # 

/令 0 = 20%则 30 = 60°. 众所周知，60°角是可以用圆规直尺作 
出的. 假如60°角可以三等分，则20°角与单位圆的交点 （ cos 20\ 

b 

■ _ 

: sin 20°) 也可用圆规直尺作出 • 由上式导出 c 0 S 2( T 适合下面的方 
Mx 

⑴ 

-令 x = (# + 1)/2，代入上式，化简后，即得. 

(2) 〆 + 3 i / 2 - 3 = 0. 

根据爱森斯坦判别定理， （2) 式左侧不可分解,.于是，将 （1) 式中 
的 1/2 移项后，其左侧也不可分解.由此即知 cos 20°对 Q 的代数 
次数是 3. 如果 < jo S 20° 可以作出，则存在一个二次扩域 的链： 

Q 匚兀 C … C ： A：», 

p 

使 cos 20° 根据定理 5. 6，不难看出 

[/ C n : Q ] = 2% 

■ . p 

r = [ K n : QJ = [兀 n : Q [ co S 20.]][ Q [> S 2( n : Q ] = / x 3， 

■ 

a 

:此 处：赴 S 数.單然.不能有 2_= ix 3. 于是60°角不能用圆规® 
无作图法三等分. 
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例 S 设 P 是素数， p >2. 能不能用圆规直尺作图法作出 
单位圆的內接正 P 边形呢？不妨假设此正 P 边形的一个顶点是 
1,其余的顶点依次为 …, 根据例3的讨论， r 对 

1 的极小多项式是 

炉 1 十 JCf 一 2+"* + 1 # 

于是 f 对 Q 的代数次数是 p - i . 如果 r 可以用圆规直尺作出，则 
根据例4的讨论，必有一个二次扩域的链： 

Qci^cz …(= 兀 „, (e^n. 

于是得出 

2- = [if«：Q] = [^„： QLniLQLQ : Q] = KP-1), 

所以必有 


p-l = 2 w , P = 2" + l . 
:‘如果 饥有一 奇因子 s 〉1， 令01 = Sf ， 则有 


P = 2" + l = (2 f )* +1 

= (2* + 1)((2*>— 1 -(2 ? )—*+.“-2 6 +1), 

$ PP 不是素数.所以，我们得知 m 无奇 因子. 设 m =2 tf ， 即有 
•P = 2 2， + l . 形如 2*' + 1的素数称为费马 棄数. 我们证出了能用 
规直尺作出单位元的內接正 P 边形 （ P 为素数）的必要条件是 
中为费马素数.以后我们将证明这也是充分条件. 

在2 2< + 1 中，令 fl = 0， l ,2,3,4, 得出 

3, 5, 17； 257, 65537. 

这五个数都是素数，这也是仅知的五个费马素数，当4 = 5,6,7, 
8,9时，则相应的 2* 1 + 1都不是素数，以下也似乎幷无素数了， 
然而无人能确定是否如此. 


习 理 

1. 设 t 是城， X 是变数.求^所满足的上的不可 


钓多项式, 


m 


2• 设 x 4 + 1 = 0 的‘个根为 w ， 试将 V + 1在 QO ] 內分解 
成不可约多项式之积. 

3. 求域 Q [ i ，\/ 对有理数域 Q 的扩张 次数. 

4 . 设 a ^ x 3 - 2 的一个審点，试问 QO ] 足否包含 W -2 的 
一切莕点？ 

5. 证明 a = e 2ai/8 满足 Q [ i ] 上的-个二次不可约多项式 ， 

6. 设 cos |- + 1 sinf ，求 a 在 Q 上的极小多项式. 

7. 设 a 是力程式 P x + 2 = 0的-1、根，试将 （ a 2 f a : 
+ l )( a 2 _ a ) 及 ] /(a - i ) 表示成卜列 形式： 

aa 2 + ba + c (a ， b ， c[ Q) # 

' 8.. 设 a 是域 A ： 上一奇数次不可约多项式的裉 ， I ^ K [ a ^, 

证明 L = 7 C [ a 2]. 

1 

9 -设 Pl ， P 2 , …， Pn S n 个两两不等的素数，试求 

r ■ 

■- 

CQl ^ Pi , \/ p 2，”，， 

10. 设凡 ， _L ; Q 的两个有限次扩域，令 

叫 心 认 l i ^ L \- 

L 有限 ' 

♦ 

证明厂足 Q 的 i 个扩域，而且足包含 A ， L 的最小扩域. 

n . 设 K >£* - •个域，乙 1, [2 ， .. •，: i 八的扩域， 13.^ czL v <^ L t 

+ 00 

C … •证明 IJA 也足九的-个扩坡. 

i " 1 

32. 设凡是域， x rt - a / j -; A '[ x ] 內不可约， a 是 x * - a 的- 
个根 ，^ I n . 证明，满足 /( 上…个 n / m 次不可约多项式. 

】 3 .设厂是域尺的氏数扩域，及是一整环， KczRczF . IE 

设 A ，丘 2 楚久的 7‘域， d 如果五：的毎个元素 
丄的代数元，证明 A [«] 的毎个元素是 £ 2 [ a ] 上的代数元 • 
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15. 设 ft 是域，是变数， /( x )， g (30€&[ x ] 且 （/,0) = 1. 
又设 

max {deg /(x) , deg pO)} = 

-求证 

[&(0 :fc(/(x)/fif(x))] = \ 

§ 3 .代数闭包 

设多项式 / OOeQO ]， 我们可以在 C 中讨论 /( x ) 的根•如 
果取任意的 域凡及 /( jc ) G -^ W , 我们如何讨论 / O ) 的根呢？ 
/( x ) 的根在什么地方呢？我们给出下面的定义 • 

定义 5. 5设 i 是兀 的扩域 • 如果 L 的元素都是对 K 的代数 
元，即^是 K 的代数扩域，而且^是代数封闭的，则称 L 是 K 的 

代数闭包《 

显然，在 K 的代数闭包 i 中，可以把 / O 0€ K [>] c ： L [>] 完 
全分解(定理 5.1), 也即可以考虑/00的所有的根 • 给定域 K 以 
后，我们首先要证明可以构造它的代数闭包 • 先证明下面两个定 

理. 

定理 5. 8设 /( 是域， /00 GK |>] 为非常数的不可约的多项 
-式.令 P : 尺[>]/(/(幻）是典型映射， ^ = P (^>. 则恒有 

1) /([x]/(/00) = /T[>] 是 A ■的代数扩域， 

[/C[x] ： iC] = deg/(x), 

2) /(^) =0,即 / O ) 在 K [幻中有根， 

证明在 K [>] 中不可约的非常数的多项式即是 &[>] 的素 
元.于是，（/00)是 &[>] 的素理想， K [>]/(/0)) 是整环.令 
l 为 /c[x ： i/(/(x)) 的比域， npeL . 显然， 

KZxl/CfCx)') = dim K /C[«] = deg/(x)<oo. 

根 据定理5%, 即知兀 是域， 也是凡 的代数扩域，而 H 

[/fm ： if] = deg/(A：) # 
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于是 1) 得從* 又因为 

0 = 〆/(>)) =/(POO) = /( 龙）， 

所以本定理得证 . I 

定理 5. 9设 or : 是域 A ： 到兀/的同构 • /⑺€幻 >] 
是一个非常数的不可约的多项式 • a 可以自然地扩张成为-个环 
同构 


cr : 

a (2 fl i xf ) = 2 a ( fl *x 

设在凡 的扩域 L 中， /00 有根 a ， 以及在 p 的扩域 P 中，‘ 

cK / G )) 有根々 • 则 J 可以扩张成同构次：町>]— P[«， 使. 

d *( a )= j 9. 

证明我们先证 a(/00) €兀^1也是非常数的不可约 的多: 
项式. 假若以/⑺） = p004(0, 与吵)为 K’l>] 中次数: 

大于零的多项式，则立得 

/(x) = a- J cr(/(jc» = 

这显然与/00是不可约的条件相违背- 
根据定理 5. 4,我们知道 

JC[a]«iC[x]/(/(x», a 1-5；, 

而且这两个同构是自然的 • 把 a 扩张成 w 兀[>]— K'O] 后，我： 
们有一个自然的同构 

c ((/00)) = 0(/0))). 

于是不难看出， a 引生一个同构 

尺1>]/(/0))二凡 'O]/(a(/(J0)>. 

把上而几个同构连结在一起，就有 

a I ~> x I— ~^ 
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，于邊本定理得证 • I 

任给一个域 K , 我们 现在可以证明 K 的代数闭包的存&性及 
其 在同构意义下 的唯一性了， 

定理 5. 10设 X 是域.则存在兀的一个代数闭包公.如染 
任给兀的另一个代数闭包则存在兀同构是 K 
同构意即： or 是同构，而且 <7在上是恒等映射,即 a ( a ) = fl， 

' V G 

证明 我们要用 Zorn 引理.令 

5={(只,(7,只，> : .是 K 的代数扩域， a 是只到只' \ 

的环单射，幷且^在 K 上是恒等映射 }. ‘ 

t 显然， ( K f id f K ) eS 9 这里 id 是恒等映射.所以 S 1 是非空集合. 
在 次里定 义半序 如下： 给定 ( AA ，圮 ），( i ? 2 , cr 2 , Ri > 

上等于不难看出确实是一个半序. 

我们现在来检验 zoni 引理的条件.设{(&,〜％)•• ieiy 

是一个链*我们要证明此链有上限.令 

及 = u 及 1 ， 及/ = u 及’ I. 

再定义如下：任取 rG 衣则存在 i , 使 r € 及 I ， 
即令 ff ( r )= (7^(0. 根据链的定义,不难看出上面的7的定义是; 
良好的：即设 rG 尽及 re %, 则有' 

( Ri ， ai ， R ' X ( Rf ， cff r R f j ') 歲 (^ Rj f oj ，/ , ctj ,^ i )> 

不妨 假设为 前者. 于是力在 A 上等于即有 

〜(0 = q ( r >. 

所以 0■的定义是良好的， 

易见及及及/都 是兀的 代数扩域以及0■是环 映射，我们啟 
明0■是环单射 • 设有 re 及，使 0*(0= 0. 选取 *’， 使 rGA , 于 
是有 

一 

o r j ( r > = ^(0 =0. 

因为 q 是环单射，故有 r = 0. 这就证明了 0■是环单射.因此 
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是这个链的上限.于是 Zorn 理的条件被验 i 正 

了. 

根据 Zoni 引理，我们知道5•中存在一极大元素 ( L ,(7/,//), 
我们 要证明 X /是艽的代数闭包，如此就证明了兀的代数闭包的 
存在性 # 

如果 P 不是 K 的代数闭包，则存在不可分解的多项式 

I 

/ ooez / o ], deg /( x )> l ( 参见定理 5.1). 根据定理 5. 8， 

Z = Z /[>]/(/( x )) 

是 p 的代数扩域，且根据定理 5. 7, 2：是兀的代数扩 
域.不难看出， 

a: L^UdL 

是 L 到 I ：的环 单射. 于是， （ LosDel 且有 

(L,a,L')da ， l), (L ， or,Z/)^(I,cr ， Z )， 

这与 ( L , Or ,//) 是 S 的极大元素相矛盾.于是， i / 必然是代数封 
闭的 • P 自然是尺的代数扩域，按照定义5 ; 5, 是兀的 代数闭 

包 . 

设 D 和是 / C 的两个代数闭包，我们要证明0与是夂同 

构的.初始的步骤，与前面的讨论几乎 完全一 样.我们先把$的 
定义略加改变 k 为另一个集合以的定义： 

S ^ = {( R f cx f R 0： R , R f 凫 K 的代数扩城， 

RC ： Q 9 R ， CZQ 、cr 是只 -> 及，的环 

单射，幷且 c 在 K 上是恒等映射 h 
词法定义半序以及 检验以 适合 Zorn 引理的条伴.于是 
根据 Zorn 引理， V 有一极大元素 ( L *， or , I / J ). 与上面完全一 

祥，我们可以证明 Li 是兀的代数闭包.而且容易看出是 M 的 
代数扩域，但^是代数封闭的，于是必有以=仏. 

I 

以下我们耍证明也是代数封闭的，于是可以导出 
孟 n 果不是代数封闭的，则存在不可约的多项式 

/( x )^ L *[ x ], deg /(^» l # 
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显然， cr : 是域到域 cr(U 的㈤构. ci 可以岛 

然地扩张成同构 W L ^ M - orCL ^ M . 我们要应用定理 5.9. 
因为 Q 及都是代数封闭的，所以 fOO 及 (7(/(x» 及£^ 

中有拫，0为 a 及万.于是 a 可以扩张成 A 

不难看出，（~[>；]少，10€&,以及 

\ , 

(: * ，<7，厶:，次，乙:)， 

( I ** ,<7 ,乙：〉专（!**[01]，<^ 乙‘）. 

这与 （ L ^ crJi ) 是以 的极大元素相矛盾.于是^必是代数鱿 
闭的，.以及 k = A 

fl 然， a ( i 3) c ^\ 以是 or ( Q ) 二^的代数扩域，而且二者 
都是代数封闭的，立得 

a ( Q )= Q ’， 

即 a 足。到。，的凡同构 • | 

, 号 

* 

习 题 

1 

1. 证明 Q 的代数闭包 Q 不是 Q 的存限次扩域. 

2 . Q ( i ) 的代数闭包与 Q 是否相同？为什么？ 

3. 设域 / C 的代数闭包为 h F 是 t 的一个代数扩域，证狎 
在及內存在一个域 SikczLczJc , 且存在 L 到厂 的一个 倮持七 
的元素不动的同沟映射. 

4. 设 P 是一个素数，试求 (? p 的一个扩域 K ， 使 K 包含 Qp - 
上方程 x 2 + 1 = 0的所有根. 

5. 试求 Q 上有理函数域 Q 00 的一个扩域，使它包含 Q ( r > 
上#项式 

y X 2 + 1 

的-个根. 

6. 设 K 是域，考虑尺[^， 〆 !內不可约多项式 
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/( x , y ) = + 七⑷广 1 + … + a n ( x ) ( n > l ), 

定义尺 OO 到及 = KDfdWO ^)) 的比域 L 的映射如下 * 

/00 , /W 

' si(x) g(x) 

(其中龙表示尺內的元素 JC + (/ Or ， j /))) •证明 cr (/ C ( x )) 是 L 的子 
域，与兀00同构，如把 /( ie , y ) 看作 o ^ KOO ) 上一个变元 y 的多 
项式，证明它在 L 內有一个根. 

7. 设/00是 Q [ x ] 內一个 n 次不可约多项式， a lf a 2 r - f a n 

是它在 C 內的 n 个根.证明域都同构于 
域 QM /(/( x )). 


§4特征数及有限域 

在代数学里，有许多不同 的域. 我们耍把这些域 分类. 对于 
—个域我们要定义 K 的“特征数”或_“特征”.在域 K 中， 
有一个唯一确定了的乘法的幺元，令其为1 # 我们定义映射 <7: 

如下， 

^(0) = 0， 。（1) = 1， 

■ ， 

霉个 

- - - -- 

a ⑻=1 + 1 + ••• + 1 ， a( - n) = - cr(n) # 

令 a - KO >*00, 此处要求 p > o , 我们定义 K 的特征数为 p . 特 
征数也简称为 特征. 以下我们把了简记为 

映射 < r 引生一个单射 R Z /( p )^ 兀是一个整环，所以 
2/( p ) 也必是一个整环.于是 P 为零或 素数. 如果 P 是索数， 
2 p = Z /( p ) 是一个域.将与 flr ( JZT p ) 认同以后，不妨即设 
VC 3 Z P . 如果 X 的特征是零，将 Z 与 or ( Z ) 认同以后，不妨即 
1 & Kz ) Z . 此时域 K 显然包含 Z 的比域<?, 

*• 

定义 5.6 Q 及此处 P 为任意素数，称为素域. 
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定理 5.11 设尺的特征是零，则尺二设凡的特征是 P >0, 
证明见上®的讨论 . I 

每一个域咒都可乜 看成某 个素域的扩域 • 当域 K 的特征是 
p > o 时，域尺的许多性质都与常见的<?， 及， c 的性质不同 • 例 

如任取我们有 


(ct + 芦）食 = a 參 + 







由于 

p \ Q 9 印)， P , 

► p ■ 

«■ 

^ _ 

pxy = pxixy = 0xy~0 9 V V 

于是得出 

(a + l 3) p = a p + fi \ 

在上式中，如果 P 年 2, 自然有如果 P = 2, 也有 
(- 1 V = 1 = 1-(1 + 1 )= - 1 . 文有 

( afi ) p = a ^\ ( r 1 ) wr i , 

于是，在特征是 P >0 的域 K 中，映射 

p ： K—K, 

d 

fi(y) = y’ 

是一个环 单射. 如果 k 是有限域时，单射即满射，所以 p 是尺的 
自同构. 

定义 5. 7设兀的特征是 P >0, 则映射 K — K ， 使 p ( y ) = 
y \ ，称为兀的 基本环单射， 或尺的 Frobinius 映射 •当 

K 为有限域时，基本环单射 P 又称为 基本自同构 • 

如果在单位圆上，.取一內接正多边形，且使1为此正多边形 
的一个顶点 (参见例3 ), 则不难看出此正多边形的® 点所 对应的 
衷数对 c 的乘法而言，构成一 个有限 的交換群，一般言之，我 
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们釘的定理， 

定 ^15. 12设 G ? 是域 尺的有 限乘法子群，则 G 是一循环群 • 
证明 G 显然是一个交 換群. 根据“有限生成的交換群的基 
本定理”的推论，即定理 4. 17的系，我们仅须证明 G 的初等因子 
{ P 卜 ，…， P %} 中的诸 h 皆不相同.假设〜 = 〜，则 G 中有两个 

子群 A ， H 2 ， 使 

0( 仏） =p: 1 ， o(JI 2 ) =p ； 2, N 1 f]H 2 = { 1 }. 

I 

S 

于是不妨设则下列方程式 



在 CgK 中最少杏 (Pp + P 卜- 1) 个不同的根 • 这在域 K 中 ii 不 
可能的事.于是 P : •皆不相同.所以 G 是循环群 • | 

定理 5. 13设是有限域，其特征是 p >0，[ K : Z P ] 二 

则 

， K* = K\{o} = {y ： VG^, y 年 0} 

7公一循环群.兀的基数为 p % 兀*的基数为 〆 -u K 中任意元: 
素 V 皆适合方程式 

x pn - x = 0 # 

K 的基本0同构的阶是\ 

证明尺*显然是 凡的有 限乘法子群，于是凡*是一个循坏 

君辛 • 在向量空间 / C 中任取 —* 组基{七，…， a rt }， 由此得出一坐 

标系 

/ T«(Z p )\ 

I 

显然 （ Z P )" 的基数是 P % 所以尺的基数是 P "， 以及的基数: 
Sp "-1 # 于是，乘法群凡*的阶数是 P "- U 所以我们有 

〆 - 1 = 1， WG ^*. 

山此立得 K 的任意元素都适合 
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上式也可以理解成 

p n (y) - p n ^ i (y p> ) - -y pn = V y € 

m 

于是 ，是恒 等映射 • 现 SP m 为恒等映射•假若 w < 77 , 则必有 

y^ m = P K (y) = y t Vy €^， 

I 

即 K 的任意元素都适合 

x^-x = 0* 

而上 式在域 K 中最多只有 P m 个根，所以兀的所有元素又不可能 5 都 
适合这个方程式*这个矛盾说明 〜 故/>的阶是 I 

S 

系 (费马定理） .设 P 为一素数， Pi a > 则有 

I 

a 卜 1 el(mod p )• 

(请对照定理 ) 

上面这个定理，说明了基数是9”的有限域 兀的任 意元素 V 必 
然适合同一个方程式 • 反过来，我们也可以用这个方程式，来证 
明基数是任意给定的 〆 的有限域 K 的存在性及唯一性 • 

定理 5. 14设 Q 是的一个代数闭包.令 为下面的方程 
式在 D 中的解的集合： 

x pn — jc = 0 , 

W\ff 

1) \是基数为 〆 的有限域； 

2) 中唯一的基数为 〆 的冇限域； 

i 

3 ) F n c ：/^^» n 卜, 

4) 设 P 为基本自同构，则 〆 是4的阶为 

fn/n = iF m - F nl 

f 

的/^洞构(所谓&的/^自同构，即是心的}3同，构，且在心上 
，的作用为恒等映 射). 

证明 1) 设即 aj 适合方程 = 0 •故 
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g* = a ， 3 ^ m 

立得（参见定理 5.11 后面的论述〉 

(a 土•土 ^ 、 a ±p ， (aW =〆 =afi ， 

(广 i )’* = (点 〆 广1 = 石-1 (炸0). 

m 土办及广 1 (点与 0) 皆适合方程式 V • - x =0,也即它们都 
属于 &»• 故是一 个域. 

我们要证明沒有重根.因为^ - x 的重根必然也是它 
的导函数的根 • 而" <1 -：*：的导函数9":^ 11 -1-1(=-：0无根，所 
以 W IX 沒有重根*子是 F n 的基数是)9*. 

2) 根据上一定理,基数为 P •的有 限域是方程式 = 0 的 
解的集合，于是，^^是口中唯一的基 数为 〆 的子域. 

3) 如果匕 cFw 设 = 则>\„是/维^向量窆 

间•于是 ' 

n - 钃 . 

P m = ( P * V - P n ^9 

J I 

故饥=?1〖.反之，若/« = “，则显然有 

管 

_ 

JC*" - X = - 1) — 

也即 x pm ~ x \ x pm 

于是的根都是 xP - r 的根，即 F ft c : f m . 

4) P 在上的阶是 m , 所以 P " 在上的阶是 m / n . p 在 
上的阶是《,所以 〆 在厂》上是恒等映射 . I 

讨论在以后的“伽罗瓦理论”中，我们将看到 F m & F „ 自同: 
构汉有 〆 (i = 0 ， 1 , …， ( m / n ) - 1〉这 n 个. 

例 7 以上关于有限域的讨论，也可以应用到特征0的域. 
上，我们举有关复数域 C 的例 子， 
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在复数域 c 中，下列方程式的根称为 n 次单 位拫： 

- 1 = ()• 

'例如，一次单位根是1，二次单位根是±1， II 次单位根是 

e 2 i5t i/n f 七= 0,1 ，…， 口 - U 

连接 n 次单位根在复平面上对应的点，就得到单位圆的內接正》 
边形. 

设 （ eC 是 n 次单位根，而且对所有小于 n 的正整数 rn ， 都 
冇 P 年1，则称^:是《次 本原单 位根. 例如在四次单位根的集合 
{ l , i , -1， - i } 中， i 和 - i 是四次本原单位根， -1 是二次本原单 

喷:根，1是一次本原单位根. 

不难看出， n 次单位根的集合 

{ e 2lfli/ •: t = 0, l , …, n -1} 

是一个 n 阶乘法循环群 • n 次本原单位根即是此群的生成元•加 
; 法循环群 Z / nZ 的元素 [ m ] 是生成元的充要条件是：存在；，使 

Z[m] = [m] + [m〕 + …+ [ 爪 ]= P 爪 ]=[1 ]， 

也即 [> ] 的主余数 m D 与 n 互素 • 于是 Z / n 芩的生成元集合的基数 

r 

是尤拉函数 < P ( n ). 由此， n 次本原单位根的个数也是 POO . ' 

设（是 n 次本原单位根，/00是（对 Q 的极小多项式 • 我们 
要 证明： 

1) /weZM, 

2) /00的根的集合是 n 次本原单位根的集合； 

3) deg /( Jc ) = 5 P ( n ). 

:证法如下.（请注意， n 为素数 P 时，例3已经证明了上面的三点 • > 
根据高斯引理及定理3.12， - 1在 Z [>] 中的不可约因子都 
是本原多项式，而且在 Q [>] 中也都不可约.显然， 

于是/00必为之|>]中的一个不可约的本原多项式.故 1) 得证 • 
设7是/00在 C 中的一 个根. 我们恒有 

Q [ OQ |>]/(/( x ))« Q[ra 
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由于（是 n 次本原单位根，故 n 必为 n 次本原单位根. 

我们要证明，如果^是 n 次本~原单位根，则^必足/00的拫 • 

J 

如此，则 2) 得证. 设? 7= r 1 ， 必有(丨， 《) = 1. 令 P 为素数， p |^ 
我们来证明 r 是 /( O 的根.如果这点得证，由于 0 = (0 于 
是以 C 代替【逐歩归纳，即可证明^是/00的根.馈注意，此 
时有 ( P ， 0) = 1，即令 

CD x n ~ 1 二 foohoo, /i(x)e^M. 

, 

如果 C 不是 / CO 的根，则必 足卩 O ) 的，根.于是的根 ► 
故有 /( X )| A ( X f ). 令 or 为自然 映射： 

I 

O ： Z[x] -*(Z/(p)>[x], 

则 （1) 式可以在映射 c 下写成 

(2) x" - 1 = cr(/(x))a(/i(.r))= f(x)Hx). 

/( x ) jA ( P ) 可以写成 

/( x ) |^( x 0 =^( x) J / 

(此式中应用了之!>的基本自同构的性质） * 于逛 &Z P 的一个代' 
数闭包0中 J*00 与石00有共同 的根. 由 C2) 式即知V - 1在 D 中 
有重根 • 然而 3 C "-1 的导数是 nx ”- 1 , 但 n 年0 (因为 P + «), 
所以 nx ”- 1 的根只有0,而0又显然不是 f-1 的根，于是 V-1. 
又无重根.这是一个矛盾 • 因此7必为 /( W 的根 • 综上所述, 
我们证明了所有”次本原单位根都是/00的根.这就证明了 2). 

因为 f -1 在 C 中无重根，所以/00也无重根.根据 2), 
deg / CO 等于 n 次本原单位根集合的基数，即因此 3) 得证 • 

根据以上证明的三点，我们 定义〃 次割圆多项式（或称分圆 
多 项式扣 nOO 为上面的 /00. 

设 D 是 n 次单位根，即 f . 又令彷足使得 V = 1的最小 
的正整数，则^是 m 次本原单位根 • 显然，根据群论，的， 
阶， 于是有 m | n . 又从上面的2)，我们知逍"怂 < P m M 的 K ， 
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于足立得 

A 1 - 1 = 沪 m ( 欠 ) • 

m I n 

考虑此式左右两侧的次数，我们得到下面这个常见的尤拉®数 
的公式 

^ m | • 

例8 设素数 P >2. 能不能用圆规直尺作出单位圆的內接正 
-P 2 边形呢？读者请参考例4及例 6. 

根据上面的例7,令 r 是 P 2 次本原单位根.易于看出 

Kp 2 )= p ( p -1). 

于是 [Q[C]:Q] = $( p 2 ) = p(p - 1)，它有一个奇因子 p ，因此不 

可能存在一个二次扩域 的链： 

■QciK^^czK^ IK, : Q] = 2, [^i：= 2, 

使 （e 尺《.于是我们得知不可能用圆规直尺作出单位圆的內接正 
P 2 边形， 

与例6的结果相结合，我们证明了能用圆规直尺作出单位圆 
的內接正 n 边形的必要条件是 

n = PjP 2 —p,x2 m , 

其中 …， P, 是 IT. 异的费马素数 • 以后我们将证明这也是充 
分条件. 

从上而的 W 论，我们很容易导出，任给一个素数 P>2， 必然 
存在一个可以用岡规直尺作出的角，它不能用圆规直尺 P 等分 
<签考例 5): 如果单兑岡的內忮正 P 边形不能作出，则360°不能 
朋叫规直尺 P 等分；如果能作出单位圆的內接正 P 边形，则其相 
贫的•:顶点对原点的张角 360°/P 可以作出，但这个角不能再 P 凉 
.分 i% 否则 就可以作出 IKP 2 边形了 • 

习 H 

1. 设冇限域々有4 个元素 • 问々[>]巾有多少不可约的首】 
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二次多项式？ 

2. 在环 Z 〔 i 〕 内， 证明素理想 （1+ i ), (3), (2+ i ) 的商坏 
Z 〔 i〕/(l + i )， Z 〔 i 〕/(3), Z 〔 i 〕/(2+ i ) 都是有限域，并求它们 
的 特征。 

3. 设兀是有 〆 （ P 为素数)个元素的域，证明， 

(1) 若 ( r , p ，- i > = (1), 则在 / C 內每个元素都可开 r 次方 • 

(2) 若 r |( p _- l ), 则 “ e / C 在昃內可开 r 次方的充荽$伴 
是 

4. 设 K 是 Z /3 Z =： F 3 的二次扩域，证明上多项式 Jdl 

I 

在尤內有一个本原根 a (即 - 1的其它根都可表成 a 的方幂)， 

L 

幷求 a 在上的极小多项式. 

5. WtPp ^ Z / pZ 9 a 是 FpO ] 中一个 m 次不可约多须式: 
,/00在的 n 次扩域 K 內的一个根，证明的全部根是 

a 、 a **, …， ot ’_= ct . 

6 . 证明 :对任 一素数 P 及正整数 m , 都存在 F P 上的 m 次： 
不可约多项式 • 

7. 设尺, L 分别是的 m 次和 n 次扩域，问 m , n 满足什么条， 
件时，凡 ni = F p ? (注：这里把兀乂都看作/ V 的代数闭包的子* 
域 •） 

8. 证明： Q ( e 2 * 1/<ai + 1> ) = Q ( e nl/<2 * + 1> ), 

9. 设 P 为素数， ^ = Q ( e 2 " 1/(> ), 证明： 

JCn ^ = Q ( e 2ni/,> + e - 2nl/p ). 


§5 可离代数扩域 


设兀是域， L 是 A ： 的扩域， aeL 是对 /( 的代数元， /( x > e 
是 a 的极小多项式 • 在上文中，我们已看到，许多对扩波 
K [>] 的讨论可以归结为对多项式/00的硏究.当 / C 是 Q ， if 时， 
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/00 皆无重根(详见下面的讨论)，然而当凡的特征 P >0 时， /(X) 
可能有重根，由此产生出许多微妙的差异.我们要引入一些定义 
来阐明这个现象. 

定义 5.8 '设尺 是域， L 是兀的扩城. 令如果 
P 00 在 K 的一个代数闭包 D 中沒有重根，则称 goo 为可离多项 
式，又称为可分多项式 • 如果 ae L 是对的代数元，而且其极 
小多项式 / OOe / C |> G 是可离多项式，则称 a 是对 7 C 的可离代数 
无，又称为可分代数元 • 

一个多项式 P 00 是不是可离多项式，可以用000的导函数 
^00检验出来. 

我们有可离代数元的简单的判别条件如下 I 
^ 5131设 L 是 JC 的扩域， ael . 则 a 是对兀的可离代数 

-I. I 

无令今 a 是一个可离多项式 ao ) eKO ] 的根. 

证明,令500为 a 对凡的极小多项式即可. 

:设/00为 a 对 iC 的极小多项式.于是 

(/(X)) = {ft(x): 凡 [>], A (0) = 0>9p(x), 

即有 / OOI 0 OO . 由于 P ( x > 无重根，所以 /( x ) 无重根 . | 

引理2 设 I 是尺的扩域 ， ae L 9 c (是对仄的代数元•财 
a 是对 K 的可离代数元令今 a 的极小多项式 /( x ) G 凡[>]的导函 
数广00年 0. 

证明令 D 为 iC [ a ] 的一个代数闭包，则/( X )在 £?[>] 
中可以完全分解.因为 / CO 是中不可约多项式，所以/0^> 
是它在 D 中的任意根的极小多项式，由于尸00^0,又有 

deg /^ xXdeg / Cx ), 

所以/(勹在 D 中的任一根 a , •都不是 //( x ) 的根 （否 则与 /( x ) 是 a , 的 
极小多项式相矛盾）.于是尸 U ) 与 •/&) 沒有公根.冈此 / Cx ) 是 
一个可离多项式(参见定理 3.20). 

设尸00 = 0,令 / Oc )=( x - a ) ft (；0, 其中 
LLxJ . 则有广00 = Of - a ) A ， 00 + / tCO , 故 
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0 =/’（ a ) = A ( a ),. 

即 a 足 /( v ) 的取 根. 所以 /(4 不忍一个可离多项式 • 1 

定义 5.9 VXK \ m . 如果 九的任 意扩域中的任意代数元都 
是可离代数元，则称 /( 为宪 全域. 

定理5、15如 果尺的 持征是0,或凡是有限域，则仄是完全 

域 • 

证明如果凡的特征是0,任取一个非常数的多项式 

f(x) -a 0 + a t x+ ••• + a n x n 9 
则 /^ ( x ) = a t + ... + na n ^ R - 1 ^：0, 

故 K 是完全域. 

如果 K 为有限域，设 a 是对 JC 的代数元，则 K [ a ] 也是有限 

域.令的基数为 P % 则凡 O ] 的所有元素都是下面方程式的 
根 （定理 5.13): 

I 

/( X )= 〆 -x = ()• 

显然有厂00 = pk ”- 1 - 1 = - 1，于是/00与厂00无公根，故 
yoo 是一个可离多 项式. 按照引理1, a 是可离代数元 . | 

例9设兀的特征是 P >0, 兀 [ y ] 是一元多项 式环 ， K iy 、 为 
灰 O ] 的比域，即一元有理函数域•令 a =圹^,则 a 适合下面的 
方程式： 

fix') = ： x p -sf = 0 m 

翊为#是的素元，根据爱森斯坦判别定理， /^ e^M 
兑一个不 可约多 项式，也即是 a 的极小多项式. E 然有 

厂00 二 pV - 1 =0， 

所以 a 不是对凡00的可离代 数元. 如令 Q 为 K { y )^ - 个代数闭 
包，则 fr : 0中 

x 夕一少 = (x — a) p 

只汀一个极 a . I 

在一般的情形下，如果 凡不 是完全域，则对沉的代数无不一 
:定让可离代数元 • 在这种愦形 K , 可离代数元的加、减、乘、除 
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的结果是否还是可离代数元呢 ？ 答笼足 H 定的，汗见 K 文.我 fi’l 
先引入下面的定义. 

定义 5 . 10设 l 是 K 的扩域，如果 L 的元索都是对&的 "r 离 
代数元，则称 L 是 兀的可 离代数扩域. 

我们有下面的关于可离代数扩域的判别定您 . 

定理 5. 16设域 K 的特征是 p >0， L 是 K 的打限扩域.令 

• KLP ^e^|, 

亦即由 p 生成 的尺向 量空间.则有 

1 ) 是尺的有限扩域； 

2 ) t 是尺的可离代数扩域令今 

证明 1) 任取不难看出， JC [ a J ] dJ ^, 
所以是域.又有 KPciL , 所以 / CP 是 A ： 的有限 扩域. 

2)=>. 任取 a 6 k 令 / O ) 为 ct 对夂 的极小多项式.我 
们自然有 / OOeATYr ], 因 Ax ) 无重根，根据51理1, a 也是对 
的可离代数元.令 a 对的极小多项式为 g ( x ) e ^[ xj f 
则没00无重根.我们要证明 degp ( x ) = l . 如此，则 aeH 、 
因为 a 适合 x p - o ^ e 尺 P [>]， 所以有 

5(x)|^ # -a\ 

在中考虑 上式. 其右侧是 O - a )% 只有一个_.故000也 
A i \ ‘公 根.但是 0(^0 无重根，所以必有 deg g ( x ) = 1，也就是 
说 g : :/(!/• 

. 我们任取 L 对 A ： 的一组基 { y ;: 卜1,2,…， m }. 显然， 
KL >^ iU { 7 ^： /=1 ，2，.“，饥}生成的凡向量空间.因此，我们打 

KL ^= L <=^{ yf ： / = 1, 2,…， m } 是乙的一组基 • 

现 fr :， 我们 K 取设 a 的代数次数是 n , 则 

{a { : i = 0 ， l,... ， n-l} 

对 K 是线性无关的.把 [它 扩充成 L 的一组基 

{ a 。*• = (), 1,…， n - l}U {心：/ = l ,2,-, m - n }. 
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根据面的讨论，我们知道 

{a ,p : *• = (), 1,…, n-l}UW: 7’ = 1,2,… ， m-yj} 

也足 乙的一 组基，故 { ci “： i = 0, l , …, n -1} 对 A ： 是线性无关的 • 

令/0：)为 a 对 K 的慠小多项式..假若/00不是可离多项式，则必 

冇 //( x )=0， 即 



也即 ta i = 0, V * = 0,1， …， n , 

故 a i^v0 P |* # 

于是立得 /( x ) G ^[ x p ], 因此 /( a ) =0可以写成 

a ip a 1 P 二 0 ， 

* - o 

这里 O/P] 是 n/p 的整数部分 . 上式说明 {G^j: i = 0 ， 1, •“ ， [n/p]} 

■ I 

:对 K 是线性相关的.这与前面导出的» = 0,1,"*,?1-1}对 
线性无关的事实相矛盾.于是/00必是可离多项式，即 a 是可 

I 

腐代数元.丨 

* 下面的两个定理，吿诉我们可离代数扩域是很多的. 

定理 5. 17设 i 是艽的扩域.如果 a 6 1是对兀的可离代数 
沅，则 K [«] 是 K 的可离代数扩域. 

证明只要对夂的特征 P >0 的情形 证明. 根据上面的定 
理，我们仅须证明 M / tixdljcixi . 自然，我们只要证明 
crGiC (/ f [ a ]) 〃就足够了.与上定理证明中 2) 的 “与 ”部分完全 
一样，令/( X )是 a 对 if 的极小多领式， 5(0 3: a 对兀 （/ C [ ot ])» 

的阪小多项式.因/(0€足(尺 [>])〃[>] 无重根， 故 GOO 也无重 

■ 

损 ，另一方面 a 适合 P - a % /T ( iC [> ] ) p [> ] , 所以必有 

4 

在 L [ x ] 中考虑上式，立得 POO 只有一个根，而且不是重根.所 
M deg £?( x ) = 1 ,也即 ae 尺(尺 [ a ]) V I 
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龙进 5.18 设兀的特征 P>0, 的扩域， ae L ;对 

I 的代数冗，/々）是 a 对 / f 的:及小多项式.又设 

/ ooe 尺 + 00)， 

则 i 5 = a —是对 if 的可离代数冗 •， /?的弋数次数足 deg /( x )/ P l , 
证明 令 /00= P ( V ). 则！1然有 

ff(3) = 0, deg g(x) = deg f(x)/p\ 

于是 

(1) [A ： OT ： yf]<deg/(^)/p\ 

显然， a 适合 jc ^ 于是 

⑵ [/T[a] ： /T[)9]]<p<. 

根据定理 5.6, 我们又有 

(3) deg / o)：=[/nx] : /c] = [yqxi : x[i?]][7q^] : /a 

曲（1),(2>,(3)式易于看出， （1),(2) 二式中的笮号必然成立，即 
> P 的代数次数是 deg / OO / pS 凡 

rK[a]:/Cr^]] = p.. 

l 

下而再 证# 是对 jc 的可离代数元 .m 于 .f 八 /?) = o ， 且 

deg g(x) =deg fOO/p 1 = ( 「 /f [ 们：尺]， 

故500足乃对 K 的故小 多项式 . 父显然 fj_. 9 (；O e 7 C [ xn ， 所以 

根据卩 I 理2, 3是对 K 的可离代数元 . 丨 

与定理 5.6 很类似的，我们有下述定理. 

定理 5.19 设 L 足 - S 的仃限可离代数扩域， 5* 是 A 的 ff 限可 

离代数扩域.则 L 是 A :的侉限可离代数扩域. 

证明根据定理 5. 6 ， L 然足 if 的有限代数扩域. l^Kify 

特征 P>0， 不难宥川下列等犬（参见定理 5.16) 成立： 

KL P ^K(SL ) 1 ^KS f L p ^SL P = L 9 

于是 X 的 iV 限 》:f 离 代数扩域 .I 
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与在 L 中的代数闭包相炎似的，我们介 A 在 L 屮的“吋 iX 
代数闭包”的槪念，见下定理. 

定理 5. 20设 t 是尺的 扩域，凡的特征 p >0 .令 

= i ： Ct 是对 / C 的可离代数元}， 

则 m 称 为尺在 L 中的可离代数 闭包. / C [有如下的性 质：. 

!) 如果 a 6 L 是对兀的代数元，则 a 对尺 i 的代数次数是形: 
如0'的正整数， a ^€^ i . 此处 i 自然可能是 Oj 

2) 如果 ScL 是 TCi 的有限扩域，则 .. 
证明设则 a ， j 5 自然是对 K 的代数元.我们仅娜 
证明如此，则 iC 〖的任意二元素 a ， 月加、戚、乘、 
瞌的结果皆在以中，所以是域. 

显然，叫 ： a ]，7 C [ j 5：] 皆是 K 的可离代数扩域.因此 jS 适合一个、 
可离多项式 / W €^ WcA ： Ca ] M , 所以 f 对咒 [ a ] 是可离代数 
元，于是兀 [ a ] D 3] 是 X [ a ] 的可离代数扩张.根据定理 5. 19， 
K [ a ， 幻是 K 的可离代数扩域.于是 K [ aJ ] c / ri . 这就证明了 
KI 是域. 

现证明的性质 1). a 是对的代数元，象在定理 5. 18中 
那样取 /及 0 = « p 、则 i ? 是对的可离代数元，设其极小多项 
式为 

ft 

"oo 二 2“〆. 

^ - 0 

则立行万是对 K [ a 。, ~，…，、:]的可离代 数元. 应用定理 5. 17及定 • 
理 5. 19, 即知0足对 K 的可离代数元 _• 于是有办6凡[.定理 5. 18 
的结论吿诉我们 [K [ M : K 【 ] = P 1 . 

再证明 2). 设 1 ，…， a n ]. 令 [ a , ，…， 〜]. 
( » =1,2, … ■»)• 根据定理 5. 6， 我们有 

t - 0 

共中九 o = K 【_ 自然，我们能 i 正明 = 便足 够了. 根煅 
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1), 我们知道存在非负整数 m， 使 

令 5(x) 为巧 +1 对心 的汲 小多 项式. 又设900€九|[>/：1,但 

^( x ) e ^ pr +1 J . 

再令彡=4^以及 ,i^)=A0^ f ). 根据定理5.18，则知々是对 
的:可离代数元， fcOO 无重根.昆然 

ffCxyKx^^af：,), 

故 Hx)l(x^- r ~(af： l )^' r )e^iM. 

而上式右侧只有一个根，故只有一个根，而且不是重根•因 
.Hfc degh(x) = l, Ijl 由定理 5.8, 就有 

C^ + i：^] = [^ + i ： W]]=P r . I 

我们把以上定理中应用的一个槪念，用下面的定义显示出来 • 
定义 5. 11设 L 是尺的 扩域，兀的特征为 P >0, •如 
果存在非资 [整数 /， 使 〆 6 K ， 则称 a 是对凡的纯不可离元. 
如果 L 的所有元素都是对 K 的纯不可离元，则称 L 是&的纯不可 

离代数扩域. 

应用纯不可离的槪念，定理 5. 20可以理 解为： 如果 L 是 /C 的 
-代数扩域，则存在 K 在 L 中的可离代数闭包使 

1) 是 K 的可离代数扩张； 

2) L 是 K [的纯不可离代数扩域， 

下面这个定理，使有限可离代数扩域的构造简单易憷.因为 
特征零的域都是完全域，所以也都适合下面的定理， 

定理 5. 21设 L 是尤的有限可离代数扩域，则 L 是 K 的单扩 
域，即存在使[=/：[>]. 

证明设^是 K 的有限可离代数扩域，所以存在%,•••， 
%€乙，使 

乙= K[ a l， a 2, …, a n]. 

显然，我们仅须证明：如果 a , 办是对 / T 的可离代数元，则 

K[aJJ= ： K[y3 t 
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如果兀为存限域， KlaJ^ 自然是有限城 • 根据定理 5.13,- 
是一个循环令 y 为其一个生成元，则自然有 

现在我们仅须考虑凡是无限域的情形 * 令为兀 [aj ] 的一 
个代数闭包， /OOCEKO] 为 a 的揋 小多项式 ，500 6 Jf [>] 为象 
的极小多项式 • 令 /00,5?00 在 D[x] 中分解如下： 

n 

f ix) = q i )- a x= Q f 

i-i 

rr 

^ ■ 

糾、二 n (v - g)) ，n 

; 叫 

显然， / OOdOO 皆无苋根.巾取一个 e ： V -0， 使 

fe 

(*) \/t = 2 t — f n, ; 

因为九是无限集，所以这样的^是存作的•令 

y = a [ + cP l = a +- c 爲， 

则显然有尺 [a ， /n 〕 X[y ： |. 我 n 将证明如此，则 : 
0 然导出 a 二 y- MG 凡 [) ， ] ，即有 /f[a ， j?]t=K[y]. 

月适合 X [ y ][- v ] 中的两个多项式\90)及/(7 - 以)，于是芦 
对八[>]的1•及小多项式 HO 必然是 S (. x ) Ij fiy - CJO 的-个公因 
元. 我们在中#虑 WO 4 /( r - 的公因 Xt 500的因 
元十?形如 x - A (/ = l ,2 ，…， m ). ! i |(*) 甙容易 看出，如果 y = 
«i + c ^ h 则必有 I = ; = 1. 所以当/>〗时， 

y - cfi.j-\ ： a i ( V f = ] ， 2,… ，， z). 

所以此时 /O-c 化）与 0 ，也即 x - 心 不足 /(v-cx) 的因元 (y> 
1 ). 于是 9 ( x ) ox) fi { ：0[ x ] 屮的最火公因元 = 

x ~ ^ 自然， Qi ^ •：//(y - d)ft 中的公因元 AO ) 也只 

能是 乂 这样，我们导出 rK [ y ], I 

例 10 我们举一个不是申 . 扩域的 例子， 取两个变数符号 X 
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V . 令为二元苻理函数域. 

参照例9,不难石出， ATj 都足对 ZpOW ) 的 P 次代数元，而: 
且有 


P (x,p) ： Z p (x f r j/ p )^] =p 2 . 

任取 rc ^ Zpdi /), 读者自证 

v p ^Z p {x\y ^ 9 


于是有 


故 zp(x f y) = Z p(x p ,y p )lx,i/^^zZ P (x p 


习 题 


1. 设 6) = e hm , 对毎一个中间域 / C ， QcKcQO ), 求 
一生成元沒，使 = 

2. 设 L 是凡的 Tf 限扩域，巳知对每一个存在/00 

€人[>]，使/(扣）=0，但 /’（MOr^O . 证明存在使 La 

/ C ( r ). 

3. 设1足九的有限扩域 • 证明： L ^ K { V )^ L 与 K 之 
间， 只存冇 限多个中间域， 

4. 找出"，使 

fc ► 

5 . 令尸 P = Z / pZ(P 为素数)， x 是变量•又令/%[>]上， 

多项式 〆 - X 的一个零点为 a , 证明/%00在 F p O ) 上不苛 
离 • . 

6. 设凡是特征为 P 的域， 若 但 

mmx >l -Pa 尺[>]內不可约，从而 a 在兀上为不可离代数元* 

7. 证明完全域的任一代数扩域仍是完全域. 

8. 设尺是特征为 P 的域， L 是兀的扩域.如果 a€l,a 对- 
域 7C( a 0 是可离代数元，证明 

9. 设 K 是特征为 P 的域，证明 K 是完全域的充琪条件是》 
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九内郜个元索 /i •:凡内可开 P 次 //. 

10. 设 / M 足域 A ： h 的不可约多项式， 证明 /00的所冇零 
点仃相 M 的 t 数. 

H . 设 X 足特征乂 ’ P 的域， p | n . 证明在尺内不存在 n 个不 
同的〃次承位根. 

设[是 凡的 扩域， aGL 对 K 是纯不可离的，那么 a 对 
任•中间子域 F 也是纯不可离的. 

13. 设 KcFd , L 对 F 纯不可离， F 对 7 C 也纯不可离 • 
•证明 L 对 if 纯不可离. 

14. 设 L 是 A ■的扩域， aGL 在凡上可离，对凡纯不可 
-离，证明尺 （ aj ) = K(a + 々）， 又若 a ^ o , /?年0，贝 lj 

K ( aJ ) = K ( a^) t 

15. 设域凡特征 P >0， 乙是 尺的 n 次扩域 ， p j n . 证明 L 
对 K 是可离的. 

16. 设域凡特征 P >0, L 是凡的 扩域. 证明 a € JL 在凡上可 
离的充耍条件是：对一切正整数 n , K ( a )= K ( a ^ n ) 0 

17. 设域凡特征 P >0, L = K ( aJ ) f 且兀，[尤:兀] 
= P 2 •证明乙不是凡的黾扩张 . 

§6伽罗瓦理论 

一 木节的中心旨趣是一个域 L 的变換群 G . 读者可以参看第二 
京§ 2 “集合上的变換群” • 我们先引入下面的槪念， 

定义 5.12 设 *0 是 / C 的代数闭包 * /00€凡[>]是一个非常 
数的多项式.在 AX ] 中 / O ) 分解如下： 

n 

f ( x ) = a^YJ ( x - a t ) f 

4 ~l 

则尺 d ，…， a „] 称为 / OO 对兀的分裂域，或简称为/00的分裂 

域. 

b ■- 
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定义 5.13 设 △足 7 C 的代数扩域.如果对 TK [>] 中任意一 
个不" I 约的多项式/(^),只恧 /( J 0 在 [ 中有一个根，/00就可 
以在乙1>]中分解成一次甙的乘积，则称 l 足尺的一个 正规扩 • 

域. 

例11令 q 为的 k 数闭包，则显然 d 足凡 的正规扩域. 
设 K 为特征 P 的有•限域， l 是夂的打限代数扩域 . 令 a 的 s 
数为 P 、 设/00为尺 O ] 中一个不可约多项式，^61是/0)的 
一 个根，我们知道， a 足多项式 

x pl - xQ K[x] 

的根，于是，我们有 

/ (X) | X p 4 - X = ]~[ (X - /?) e △[>]• 

0 e l 

所以 / oo 在 [[>] 中可以分解成一次式的乘积.我们证明了乙是 
k 的正规扩域. 

设尺： Q，L = Q [ yT ] # 则 / pc)=w 一 3是 Q [ x ] 中的一个 

不可约多项式(爱森斯坦判别定理），而且在^中有一个根^/1\ 
然而其另外两个根 

y 了 e 2K,/3 ， 3/ Te 4n,/3 

不是实数，因此毘然不在 L 中.所以 /00 fcL [ x ] 中不能分解成 
一 次式的乘积，于是 L 不足 Q 的正规扩域 . | 

4 

下而的定理给出了定义5 . 12及定义 r >. 13这两个槪念的联系. 
定理 5. 22域 L 足域尺的纡限正规 r 域令令 [是某个非常数 
多项式的〉> 裂域. 

证明设 i = /([ o ^ ，…， a n ]， 对 / C 的败 小多项式是 
A ( x )(* = U … W ). 根 H 规旷域的定义， L [ x ] 中可以 
分解成一次式的乘积，厂坫个•准符出，乙即是下面的 / O ) 对凡 

I j 

/( x ) 二 n 八(义入 

* * j 
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<=♦ 设 /( I )& L [ x ] 中分解 如下： 

H 

( 1 ) fix) 

i - l 

= _ 匕义⑺ 一 1 + ••• + ( — l ) ^ 0 i x ,,l * ^ + — 

+ (- D ^ m ). 

任取一个不可约多项式 g ( x)e ^ W , 设为000在 L 中的一个 
.根 * 间为 △ = 尺[0|，…， a m ]， 所以有 

有限 

其中令为 { l ,2,“ sm } 的对 称群. 任取 
令 cr (0) 定义 如下： 

(3) a0) = 2 W:/i» …心 

I 爾 

再令 AOO 定义如下： 

(4) A(x) = Yl (^-<7(j9)> 

=x ml + ••• + a t x ml -*+•••+ a mI • 

摘注意，在 (1) 式中的 h 是 A ，… , a m 的初等对称多项式 ,0 4 €/ C . 
在 (4) 式中的系数七都是七，…, a m 的对称多项式.根据定理 
3.16, 我们立得 

于是#的极小多项式沢幻必然适合下列 关系： 

g 00 \ h ( x \ 

钽在 L [ x ] 中， A ( X ) 可以分解成一次式 的乘积 (见 (4) 式)，故 g ( x ) 
在 i [ x ] 中也可以分解成一次式的乘积 . | 

下面的定义是本节的中心漑念. 

定义 5.14 ~如果 L 是域 尺的 仃限的、矸离的正觇扩域，则称 
上足尺的伽罗 - 扩域. 

3 L 足 iC 的伽罗瓦扩域 吋， 极仃盘 1 (^) 1 ^ L^jK fi M 构舴. 
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我 ( nm 下面的符 V :设域 《是域只 的扩域，用 Gp / Z ?) 及示•的 

R fi 同构群(称为 s 在及上的伽罗瓦群)，即 

GiS / R ' y ^ ia : a 是 《 S 的自冏构， or 在只上的作用 

是恒等映射，即 a ( r ) =!■，,” R }. 

设 G 是域 S 的一个自同构群，则用 衷示 在 C 作用下 S 的不 

变 X 的集合，即 

F ( G ) = { s : s ^ S , g ( s ) = s , \f 
我们有如下的引理， 

引理 设 G 是域 S 的一个自同构群，则 F ( C ) 恒为域， 称为 

G 的不变域， 

证明任取则恒有 

5 ( 0 ) = 0 , 90 ) = 1 , 

所以 0,1 GF ( G ). 设 a ， j ?6 F ( G )， 则 Vfir € G , 恒有 

9 io 士右）= 5(°0 土 Q 0) = a 土芦， 
g ( a ^) - gCa ) g (^) = a ^, 

所以 a 土万，尸 ( G ). 又当时，恒有 

1 = 5(0= 90^ = 9(. P )90~ 1 ') =办 ( d , 

所以 g (”） 十 1 • 

于是乃一 WRG ). 所以 F ( G ) 足域 .I 

■ * 

我们有下而的重要的定理. 

定理 5. 23( 伽罗瓦理论的基本定理） 设 L 是域 K 的伽罗瓦扩 
域，则我们恒釘 

1) 任意取一个中间域& L ^ dSzdK , 则■的伽罗瓦扩 
域， OCGCV ^))^^：^], U . C ( L /« S ) 的不变域 

2) 任取群 H ， 则 

[I ： F(H)] = o(f/), G(I// r a/))=H, 

3) S ^ K 的正规扩域二今 G ( L / S ) 是 C ( L /幻 的 iF . 规子群> 

H 足 G ( L // C ) 的正规了-群=今/^/)足?：的正规扩域，在这 种懷 
形卜 ， ： f r 
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GiS / K)^G{L/K)JG{L/S ') 9 

钲 明 1) L 显然足5 •的 奸限可离代数扩域 . 又， L 是某一 
个多项式 fOOe K |>] c = S [>] 的分裂域，所以 L 是 S 的正规扩域. 
因此， L 是0?的伽罗瓦扩域. 

按照定理 5. 21， L 是5 •的 单扩域 ， L = &[>]. 设 a 的极小多 
项式为 /00. 因为/00在 L 中有一个根 a , L 是5 ■的 正规扩 
域，所以/00在^ >] 中可以分解成下式： 

n 

/ o )= n ( x — 七)， a i =a . 

卜 1 

a 又是对^的可离代数元，所以其极小多项式是可离#项式，因 
此所有的 a , 皆不相同. 

根据定理 5. 9,夕的恒等映射 id 可以扩张成由 死 七]到 5[ a ,] 
的同构 A ，使 

= a i > |=： 1,2,…， n . 

显然， 

= deg /(x) = dim^^a,]. 

如此立得 L = 5- M = S^aJ = Sla ^. 于是 cr 4 都是 1 的 5 •自 同构, 
且两两不同.故 

o(G(L/S))>n = [L:^] # 

任取则恒有 

0 = cr( 0 ) = 0 (/( 0 ^)〉=/((^((^)). 

于是 crd ) 必为 / O ) 的一个根，也即有某个 i , 使 

a(a x ) = a, # 

显然， L 的 S 自同构 (7 由上式唯一确定，所以必有 

b 

a - a i% 

故 c^GrL/S 1 )) = n = [LJ]. 

现在我们要证明心^))=叉仅须证明，任取 々 el 
必有一 OTiGGWS )， 使 h (万）年办便已足够了 • 
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令办对 《的阪 小多项式为 S ( x )， Wl •: Ux ] 中的分解式为 

fff 

讥 = — 心 ）， rn >u "1 二 心 

；-1 

令 Ad%]，A = 根据定现 5. 9，5 1 的]对货:映射 id 可' 

扩张成同构 V : ^,(=5[^ 1 ])-/? 2 ( = 5[/? 2 ]), \n 

v(^l) = / ? 2 r -?^l. 

I 

令 a (请注意： △ = K [ a ] = ^ j[ a J = 尺 2[ tt ]) (. j •只 I 的极小多项式为 
h ( x ). 又设乙的一个代数 W 过， 因此也昆^的-个 代数闭 
包.于是在 ah ， Kft ( x )) C 化 [>] 有解.令其-解为沒.根据' 
定理 5. 9， S 同构 V 可以扩张成 △( = ^[ a ]) 到尺 2 [泛]的一个 S 陳 
构？/，使 

V '( a ) = 5. 

然而， S !"1 构，也是一 个凡冗 构，故 

0=/( a ) = 〆 （/◦)) =/(，（ a )). 

所以 y ' («) 必等于上而 的祀 个 a ,， 也即 v / 必为某个 cr i <E GiL / S \ 

故 

<^(") = v" (l) = {S'\~P、= (i. ' 

这就 in :明了 r ( ca / S )) = s , 

?> 令 S = 显然 // c : C(L 5 ). 所以根据彳），我们得 

出 

0 ( W X。 ( G， （/^ / 5 1 )) =[ 厶 : S ] = [ L : F ( / / ) ] • 

I 

设 = / C [ a ]， "二 { h ，…， v m } •令 

I 

I 

IT' 

I^O- V ， ⑻） 二 n V -1 + … + 办 m. 

i - } 

则兄然可见，1:式作用 K 足个 •货的，所以 NGRV 0, 即’： 

[[(叉 - V:⑻ ）c S [ x^\ m 
t ^ I 

I 

所以 [ u (//)」 二 [ 厂： SKm 二 0(//). [ 



« 


扣上面两个不等式， 我们有 

[L ： F(//)] = o(H), G(L/F(H))=H # 

3) 设&是 K 的正规扩域，则显然 S 是 K 的伽罗瓦扩域.设 
S = KrJ 2 f 於对尺的极小多项式为 50). 5(0 在 &[>] 中可以分 
解成 

聊 ） = XJCdj *)， U. 

i - 1 

任取 o ^ ca / x )， 则显然有 . 

0 =5(^) = 0-(5(^)) =5(^(^)). 

于是的根，所以以及0■引也⑴5•的 
一个; C 自同构|[| ^ 0•(…所规定).这样， 

7 T ： (7 h - > S * 

定义了一个映射 

jt : GiL/K)-^G(iS / K) m 

显然，7是一个群映射，而且 k er (； r )= 0(1/5*). 所以 C ( L/Q 

足 G ( L / JO 的一个正规子群.我 fl 耍证明 a 足一个满射.如此, 

則由然得出下面两个群的同构： 

G ( L / K )/ G <： L / S ) ^ G ( S / K ), 

任取泛 e - GdS / K ) m 设 L = 61 a ], a 对《的极小多项式适 
h ( x ) eSrx ：^ 根据定理 5. 9,疗可以扩张成 1(=《 M ) 到乂>] 
的一个同构 a , 此处5 坫 在 L 的一个代数阳 泣 
^中的一个根.令«枓凡的极小:多项式，则又冇 

0 = a (/( a )) =/( a ( a )> =/(«). 

于是 H -/0) 的一个根不唯#⑴* ?[>]=： 乙， aeGiL / K ), 
以及 

j 

Jt ( a ) - 

所以^边一个满射. 

现设 H ; i !： GW 八） 的-1、正规 H . 以及 

G { L / K )^ Hg x \^ //, o 2 U 〜 UHa ， 
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其屮 U [ C ( L / A ：): H ]. 设 m = o ( H )=[ U ]， 则 mh [ U ] = 
o ( C ；( L /7 C )). 又设则有 

式中 J ' 为 只中某 元素，满足= 5 •■ a / •从上式 ; iVH 

5 i (方）6$， V I = 1 ，".A 

令 

t 〜 

h(x) = JJO - 仍(点))， 

{ - 1 

共中冇一个仏可以取为恒等映射 • 易见畝幻在6?,(/ = 1，…， /〉 作 
川卜不变，所以在 ca /兀） 作用下不变，故々0>0 6凡0]*显然， 
5 1 足的分裂域，于是5•是 K 的正规扩域 • I 

讨论〗）上面这个基本定理，可以理解成所有中间域 ) 
勾 C ( L //：) 的所有子群 { H } 之间存在着一个自然的单满 映射 ： S 
对应到 GG / v ?)， H 对应到在这个单满映射下， K 的正 
规扩域 C ( L // C ) 的正规子群自然地互相对应 • 

2 ) 因为奋限群 C (乙/尺)只有有限多个子群，所以伽罗瓦扩 

敁 乙与九之问 ，只苻冇限多个中 间域. 

例12我们实际计算一些 例子. 读者可能察觉到，在上趼的 
证明屮，我们曾儿次用到了定理「>. 9. 在下而的计筧中我 f 】 也将 
B ⑴定网5, 9. 

令商的多项戎刈 Q 的分裂域： 

/( x ) = x 3 - 2. 

令 （ = e 2 3 * / 3 •则 鼠然 ，在 C 中上式分解成 

r 3 -2= (x - ^/T ) Cx - 0 - yT C 2 ). 

于边 _____ „ 

vR ， y ^ 2 ] = o [ yl , n . 

令 6- = Q [ C ] cL . C 的极小多项式是三次割阀多项式 

JC J 一 1 

= — —丁 zz X L + X + 1 -(入 ' — O (义 — ^ 2 )* 

X — I 



于公訂两个同构 

v t ： Qcn - Qcc , h ( o = r , 

v 2 ： Q[n~>QK 2 ] (二 Q[n)， y 2 (D = r . 

显然 [Q[yF]:Q] = 3. 所以我们有 
2,3 |[0[^/T, n-QJ = [ Q [^/ J ^ J ： QLnjLQ [ n ： QJ <6 
于是得出 ^ 

[QL^/J f n：QJ = e f [Q[^/J,n ： Q[n] = 3. 

根据定理 5. 9， Vnh 都有三个不同的扩张： 



^i: 


W2 ) 

=\/ 2 , 

yi ： ^ 




= 4/Tc, 


■ 

,^3 ： 

^s(0- r, 

i 


= ^/TC 2 



L(D=P, 

WT) 

= ^/T, 

y 2 … 

CT 5 ： 

(Tb(0=C 2 , 

a 6 (yY) 



^e: 

o- 6 <o=r 2 , 


= ^/Jr 


上面的六个 q 又可以看成 A 的元素如 下：令 

a, = yY , a 2 = y *2"^ a 3 = ^ 2 . 

则然是（七，\,« 3 )的对称变換.读者+难看出 

qe(l) ⑵（ 3 )， a 广（ 1 , 2 , 3 )， a 3 ^>(l, 3 , 2 ), 

a 广 （ 1 )( 2 ， S), a 6 ->(l f 2 )( 3 ), a c ^-> ( 1 , 3 ) ( 2 ). 

一般言之，如沿 [ 足一个多项式 /( x )^； K 的分裂紱，则 G ( L / K > 

的允忐都可以考虑成 /⑺的 n 个根的对称变換.于足 GiL/Ky 

可以认同为\的一个子群，这 M n = deg/(x). 

例 i3 —个施数为 P n 的有限域，厶是 K 的 w 次扩张。 

干足 i 的基数足 P". 令 P 为站本 J 央射，即 

p ; ( U ) — il p f \/ Q ^ L % 
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根®定理 5.14 ， P n ,!AL 的阶为 m 的/ Cti 同构 • 山例 11 屮的 Wi ， 

L 足 K 的伽罗 允扩域. 于是 

o(G(ZvH [L;iC] = m. 

由此立得 

C(L/7C) ={〆 "（ = id) … 1 ” } ， 

即 GiL / K ) 为由 P n $ 成的循 环群. 

例14根据例6，设 P 为奇素数，则能用圆规 fi 尺作出单位 

、圆的 內接正 P 边形 ==> P 是一个费马素数，即 

p = 2 zS + 1. 

现在我们可以证明，它也是充分条件. 

♦ r = 即 f 是下面方程式的一个根： 

^p(x) = ~~~ i=2x p ~ l ^x p ~ 2 + ••• + 1 = 0. 

^ X — 1 

显然， Q [【] 是 P -1 对 Q 的分裂域*所以 QK ] 是 <2的伽罗瓦扩 
域，以及(参见例 3) 

[Q[G ： Q] = p- i = 2 2# . 

于是，我们有 

0«?(0[^/0))=2 28 . 

根据第二章 §6, C(Q[C/Q) 是一个 2 群. 应用定理 2.14, 存在 
一系列的子群 Gi ， 使 

G ( Q [ f ]/ Q ) = G〆 !>•••!> … !> C 0 = {<?}• 

lGi：G^ x 2 = 2 9 V*=l,2, … ,2”. 

应用伽罗瓦理论的基本定理，存在一系列的中间域 Ki ， 使 

Q = 夂 2 2 ? c … C/CdiCZ ••_ cz 兀 0 = Q [【]， 

= 2 ， V 1’= 1,2, … ， 2 2 ' 

应用例 4 的 H •论所得出的圆规直尺作图的充要条伴，我们捋知， 
上面的一系列的中间域的存在，意味着正 P 边形可以作出 • 


323 



在例 8 中，我们证明了能用圆规 S 尺作出单位圆的內接正》 
边形(此处 n >2, 不一定是素数)的必澳条件是 

K 中 PwP 2 , …， p s 是互异的费马素数.我们来证明这也是充分条伴， 
我们无非是要作出2：1和角，应用“部分分式”，有 


2n 

， 亂 




▼ 

2 




^pT 



此处〜及6都是整数. 因为内 是费马素数，所以角 25 T / P , 可以作 
出.又任意角皆可二等分，所以 2? t /2 m 也可作出.显然，这些角 
的倍角及 & x 2 n /2 m 也可作出，其和、差也能作出•于 
是角 M / n 也可作出了. 

总结上面所述，我们伢出：正 n 边形可以作出的充要条件是 

I 

n 二⑽ … p,2 w , 

其中 PwP 2 , …， P * 是互异的费马素数. 

例15我们可以应用例14 的讨 论，得出作正十七边形的步 

骤. 济注意， 17 = 2 2 2 Hl 是一个费马素数.取它是 
下面的十七次割圆多项式的根： 

p 

— 1 

^ l 7 ( x ) = - y ~ = r 16 + V 15 + “. + Y + 1 聲 

其余的！5个根是…， c 令 [ = Q [ n ， 则△足<?的伽罗瓦 
扩域. 

o(G(L/Q)> = [L : Q] = 16 , 

令定义 如下： 

于足 j 对化 ( JO 的16个根的•作用如下： 


?24 



= 【 I ! 卜 ^33 a (lG |_^ 4 S = fl < 

h 【 42 = 【 s h = r h r 21 = r 4 f -^ r u 


I —► 


^ = 【 2 卜 


所以 a 的阶是 16 , 故知 C ( L / Q ) 是由 or 生成的循 环群. 我 flj 很容: 
易得出 C(L/Q) 的一个正规 群列： 


G(L/Q) = <a> > <a 2 > [> <a 4 > t> <a 8 > > {d} # 

■ 

a 8 = r + f lfl , 

a 4 = r+f w 4 ， 
o 2 = r + f 9 + p | + f l 5 + f i 9 + r + f 4 +fS 

a i = 2(’ = * 丄， 

i ^ I 


则显然有 

口 8 (%) = ‘， or 2 (®j) ^ ®2^ or(<2j) r ： 0 j # 

于是我们得出一系列的二次扩域 * ； 

QeQ [ a 2 ] czQ [ a 2 , a 4 ] eQ [ a 2 , a 4 , a 8 ] eQ [ C ]. 

我 n 只要苟出这些二次扩域的二次方程式就好了.例如，第一 
:步，我们有 


< x ^ a 2 )( r - a ( a 2 )) 



= x 2 + ac -4^0[- V ], 

«2是上式的一个根. 

读者不妨试行苟出其余的三个二次式 . I 

下面的定理给出正规扩域的一个判别条件， 

定理 5.2( 设 I 是 K 的一个有限代数扩域， D 足 L 的一个代: 

4 徽闭 包.则1是尺的正规扩域♦今任何一个 K 同构 

0 : L -^ cr ( L)(zD 
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，必然是 L 的 K 自同构 • 

证明 设 L ，…， a n ]， a f (I = 1，•••，《)对 /C 的极 

外多项式是八 00.令 


/( x ) = 11 人⑺， 

卜1 

我们要证明/00在 LO ] 中$以分解成一次式的乘积，如此，则 

L 是 /( 幻的分讀域，因而 ‘是兀 的正规扩域. 

■ 

如果有一 j /f 00 在中不能分解成一次式的乘积，不妨 

设人(幻不能完全 分解. 于八00在 D 中有一根 h 不在厶 

中.按照定理 5.9, 存在一个 JC 同构 UIX ]- 使 

.• aia ^ = n u 

令(2 2 对的极小多项式为&00，为心(,9 2 (^))在£?中的 
— 个根. 又用定理 5. 9,于是存在一个兀同构’ 


(T 2: Kla lf a 2 ^KlQ l 9 Q{]dQ 9 


嘥 

一 

^*2(。1) = ®1， 汀 2(® Z ) = 

如此逐步作下去，即知在 D 中存在 a 3 ，… ， s n ， 以及一个凡同 

4勾 < 7 „: 尺，使 

a n (a f ) =S,-, V* = l,2, — ,n. 


所以 。不是 [ 的自同构，这与已知的条件相矛盾. 
:二> • 设 a„], 七对7(： 的极小多项式 是 /,(x). 

也 : 照11知条件， /iO ) 在中可分解成一次式的乘积，任取一 
々 K } "•] 构 a : / , — ; （ L ) d D. 则有 

0 = a (/ i ( aj )) = / iCaCaj )), 

-T^^Ui ^0 h ) CL t 所以 a 是 L 的一个 iC 自同构 • i 

j:!M 这个定观，说明了正规扩域对 K 同构而言自成一个天 
-地. 卜⑽ 我们要硏究另一个有关伽罗瓦扩域的现象.设 L 是尺的 
. 罗九扩域，公人的戊数闭包.在 Q 中，另有 K 的一个扩域 
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农.我们可以取包含1及 S 的最小的域 

L>*S : 》 ) fljOj r j ^ 5*» <2 j C ^ .， '\ 

L 有限 、 

id 称为 L / 的合成域. 

定埕 5.25 设 L 是尺的 伽罗瓦扩域，则合成域•足&的一 
个伽罗瓦扩域，且 C ( L 4/ S %! C ；( L //0 的一个子群. 

证明因为 L 是尺的 伽罗瓦扩域，所以 L = K [ cO . 设 a 对 /T 
的极小多项式是/(幻，则 LS = 6*[ a ] 是 /( x ) 对5•的）裂域.说 
然 ， U 的 jl 罗瓦扩域. 

令在 L 上的作用引生一个 K 同构 

I 

U \ L -> a ( L ) c ^ # 

按照上定理，汊是乙的一 个尺自 同构.因此 ffGG ( zv / o . 

我们要证明这个对应关系 o ^ XT 是一个 单射. 如果7为恒寧 
映射，则必有 

cr ( a ) = ^( a ) = a # 

于是 a 也必是恒等映射.在此举射下，我们可以把 GCMS / S ) 认. 
同成 CCL //0 的7•群 . | 

例16设域凡的特征是0， L 是下 面的方 程式对 Aft 

滅： 


#r 




0 . 


则 Z 显然是尺的伽罗瓦扩域.我们嬰证明 C ( L //() 适乘法群 


Z 


{!>] 


争 


* 


( m ， n ) = (1)} 


的子群，所以是一个有限交 K 群. 

V - 1在 [ 中的所有根的®合显然迠 •个 n 阶乘法群，所以: 
是一个循环群（定理 5. U 0. 令 C 为其也成兄，则此群={】乂,^ 




，广 1 


鲁 


故 


我们考虑 Qcr <?[ r :!. 按照例7的 M 论，’的:及小多项式是 n 

次割 [31 多项式 中丸00, 其次数为尤拉数 </ ( 〜，其枳的集合为 
{^： r ( m , n ) = ( l )}, 所以 
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fnOO = TT (欠 - P ). 

0 <m < « 

(mf «)- f 1 I 

所以 C ( Q [【]/ Q ) = {^ m ： 0< m < n , = (1)}, 共中 a m 的 

■ 

定义如下： 

~ r ** 

显然， 映射 

L 

兀： G ( Q [ C / Q )-^：, - 

^(^ m ) 二[’口] ?! 

是一个同构. 

因为尺的持怔为0，故可认为凡二^.而 

^=^[ n = o [ c */ c , 

所以应用定理 3.25, 立得 C ( L / K )^ Z : 的一个子群. 


习 



1,设域 K 的特征 P >0， 证明多项式 x〃-r - flG / Trx ] 适不 
可约的或是一次式的乘积. 

^设 L 是夂的有限扩域.证明 L 是 K 的正规扩域令令对于 

I. 

的一个不可约多项式/00,如它在內有两个因-了 • wo , 

表00 ,则必有 deg g ( x )= deg / i ( x ). 

3. 证明一个 n 次多项式的分裂域可由它的任意 n -1 个根 
生成（即添加任意 n - 1个根到基域即得其分裂域). 

4. 设/00 6尺[<]，在兀的扩域 [內， /( JT ) 分解为 

L 

/00 = ( 乂 - A) ” 1 …（X -u k y • (Ui^pUf ,n f >l) # 

令％ ，…， y fc 为多项式 50) = 0-4) … （ A 〜 Ufc ) 的 系数， 又设 

I 

^ = ^(^0,...,^), 证明： 

(1) L 是 5( x ) 对尸的分裂域, 

(2) L 的伽罗瓦扩 M . 、 

5. 设 L 是 x ^-1 在 Q 上的分裂域.求 n R l/Q 
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•的伽罗瓦群足否足循坏群？ 

6. 设厶足1 15 -1在 <2上的分裂 域. 求 [ L : Q ]， 幷问 

的伽罗瓦群是否是循环群？ 

7. 设兀是一个有限域，昃足它的一个代数闭包. o 
的-个非幺^同构 .， 那么， a 的不变域是有限 域吗？ 

8. 设 Q 的代数闭包， ueQ \ Q f 证明在所冇适合条 
f |- Q -^ F , 尸的域 F 中，必有一极大者 • 

9. 统上题，设 F 是上题中所述极大中间域，证明 F 的任河 
t 】限扩域必为伽罗瓦扩域，而且其伽罗瓦群是循环群. 

10. 设 i 7 是 V _2 对 Q 的分 裂域. 试找出 i 7 的所存子域，幷 

列⑴它们的包含关系. 

11. 找出 W - 9 对： 

Cl ) Q ? (2) Q ( v / Y )； C 3) QCv /^) 的分 裂域. 

h 

12. 设 F 足题 8, 题 9 所述的极大中间子域，证明存在^"的 
:自冏构 a ， 使 or ( W )% u , 而且 F 为其不变域， 

13. 令（*，7 = 1,2,…， n ) 为整数，使年 0. 又设 

n 

气，…，为变元 ， L = C (\， … Jn )，^ = II X 又令 凡二 

* - 1 

^ ( 々1，…， ). 证明 L ili K 的代数扩域，幷求 [ U ]. W 进一步 
id ； m ^ j^K 的伽罗瓦扩域. r 丼伽罗瓦群应如何计算？ 

H . 设 L 足 A ： 的扩域， / q >] 是夂的伽罗瓦扩域，证明 / c [ a ] 

i r 

刘入的伽罗瓦群等于 I 的伽罗瓦群的充耍条件是 

/ C [ a ] p|L = / f # 

15. 求 Q ( e ^ j ^) y ,] Q 的伽罗瓦群的所有子群和0个子群 

的不动域. / 

1 C >. 设 a 足 x 3 + x 2 -2 x-l = 0 的一个根，证明 Q ( C 0 AQ 的 

正规扩域，幷求其伽罗瓦胙. 

17；设 A ： 是一个特征 P 的成， P >0. 又设 o ^ A . 巳不 存在 
冶 L 凡使 = 々 ♦—月 • 令 L 足 V — 的分裂域，求 △/ 欠的伽罗 
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瓦群 • 

18. 求 d -5 在： 

(1) Qi (2) Q (> / 5 ); (3) Q (\/ - 5) 上的伽罗瓦群 


§7用根式解方程式 


任给一个二次式 


ax z + fcx 十 e =： 0 , 


我们知道其根为 


b ± \/b 2 -4ao 
2a 


上式的解用到了根式在巴比伦、埃及、中国、印度、 
希腊等古数学里，都有上面这个二次式的解法.祖冲之（五世 
纪)提出了 “开带从立方”.可惜原书《缀术》已经失传了•按 
照字义来说，这应该是指“开带一个系数的立方根”，即解三次 
方程式 

x z + ax = 或 + ax 1 = b % 


十六世纪时， Cardan 公式给出三次及四次式 的解： 首先简化任 - 
意三次式为 

X 3 + ax + 办= 0， 

则共一根（另外两根也很类似，见后文）为 

■ || ■ |_ _ 

a B 

+ V7- 

这也是用根式求出解答.四次式的解也可以炎似地 m 根犬求 t h . 、 
一般的五次式或更高次式，能不能 m 根式求解呢 
定的，本 IV 将给出证明，从分析学上 IK 我们知逍任 i : 的 d •劣 
系数方程式敢少有一个实数根，幷且可以用逐次返近取以限的 a 
法求解.在这种意义下，任盘的丘次式抟 " r 解.就像皆分 角妳 
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H 题一汗，如不限定圆规迎尺作图法，则任意角是可以三等分 
的.然而在圆规直尺作图的限制下，我们已知道至少有一个角不 
能三等分.用根式解方程式也类似，自然是喊定用根式的 方法. 

我们要把用根式解力程式与伽罗瓦理论联系起来.为了筒便 
起见，我们假定域 K 的特征是零.我们先引入下面的一些定义. 

L 

a 

定义 5. 15如果域 L 是下面的方程式对 K 的分裂域，则称 L 
是 K 的根式扩域： 

-a = 0, 

定义 5. 16如果存在一个根式扩域的链 

K = :… … 匚 7f n , 

即 A + 1 是冗 i 的根式扩域 （ V f = 1,2 ,…, n - 1)，使兀 [>] 中的一个 
多项式/00的分裂域则称/(勾可以用根式求解. 

在证明本节的主要定理之前，我们先处理两个茼单的情形 f ‘ 
定理 5.2 S 如果域 L 是域兀 的根式扩域，则 G ( L //0 是可 k 

群. 

证明取 L 的一个代数闭包则下式对 K 的分裂域凡 [ f ] 

是凡的伽罗瓦扩域(见例 16): 

« + 

尤 ， 一1 = 0- 

而且 c (7 f [ n / 兀）是交換群. 

设 I 是下式的分 裂域： 

i 

■ 

X n — fl =： Q ^ fl ^ ^Tj 

a 适艿一根. 则显 然有 

我们要证明 c ( L // r [ n ) 也是一个交 換群. 

■ 

任取 aGC ( L // f [ n ), 则显然 a 是由下式确 定的： 

a(a) =a^ f f 0</<n - 1, 

令如此决定的 7 为 /( cr ). 我们定义映射 

花： G ( L // C [ n )- Z „, 

丌⑻ = [/( oO ], 
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其中 z „ 为加法 群. 不难宥出兀是一个群堆射•所以 G ( v ^ cn > 
可以认同为的一个子群，因此是交換群 • 

按照伽罗瓦理论的基本定理，我们有 

G ( L ^)> G ( L / iC [ n > OW ^ 

C ( L ,/ C ). G(L ^[ r ])- G ( K [ C // C ) # 

、根倨定义 2.2], 即知尺）&可解群 • I 

定理 5. 27如眾 L 是多项式/(幻对域冗的分裂域，幷且 • 

C ( L // C ) 是循环群，则 /( x ) 可以用根式 求解. ! 

证明设 n = o ( G ( L /7 C )). G 是 L 的一个代数 闭包. 令【为 

下面的方程式在 D 中的一个根： 

- 1 =0, 

> 參见例16,我们可以取 r , 使 

Tt - 1 

x n ^ i = V ). 

> -0 

I 于是是 1 对尺的分裂域，故是 K 的根式扩域 * 

在 L 中取 a ， 使 L = K [ a ]. 又令 I /= K [ a , n . 根据定理 
5.25, I /是凡 [□ 的伽罗瓦扩域， G ( I // 兀 [ n )& G ( L / X ) 的子 
由于 RL / 尺>是循环砰，所以 G ( L 7 凡 K ]) 也是循环群•令 
共生成元为 I 其阶为 m ， 则爪 …， 且有 

令 r ? = r / m ， 则有 v = h 再令 

(1 ) /? = rTa + fT - 4 ( 00 + …+ 扩」 5^00 + … + f } 5 m ' x ( a^ f 

则冇 

(2) 5(/^) = r?1(a) + 6 2 (a) + …+ — + 】（ 0[) + …+ rj5 m (<x> 

- =：rja + ti w d(a) + … + / +1 5 f (ot) 十 … + 1 (a) 

二了氣 


故 
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w) 二 w) fFi 二⑽ y w 俨 = 



所以俨易见 


卜0 

故 m A ：[ n 的分裂域，也即是尤 [ n 的根式扩 

域. 

我们要证明 P 二尺1>，【]=凡[万乂],显然所以 

K [ a f n ^ K > J f n . 

另-方面 ，由 （2> 式知 

d ' ()9) = ~ d j ~ ] Olfi ) = 口5 ’ _ 1 ( 方 ）=…:V P ， 

故 i ， d 凡 .. n 仄[心 a !: 的;1:■用®瓦不相同，所以 

m <： o { G ( K ^ n / KLH )) n ： K ^ T \ 

<[啡 乂]:町 ]] = m ， 

即 f :_- 尺[点/]=八 Ta ，(]. • 

r &我们得到了 - - •个根式扩域的链： 

KdKr ^ jc : K [ J 5 f O f 

且它 LciK - L an - Krj f n 9 

所以用根式求解 .I 

上商的定理5 . 2 6及定理5 . 2 7 足证明 定理5 . 3 0所给出的用根式 

-求解的充耍条件的 开始. 在扩充这两个定理以完成定理 5. 30 的证 

吹之前，我们霜要下面两个技术性的引理 • 

引理1设下面是一个根式扩域的谜 

K = A^crA^c: … cr/C n ， 

则 d 另-个根式扩域的链 

K = 

使 K n dL m ，R L m ^ K 的伽罗瓦扩域. 

证明我们对第一个链的 K 度”作数#归纳法 • 设《 = 2. 
因为尺 2 是 A 的伽罗瓦扩域，所以取 A =尺 2 就4以 /• 现 ft 我们 
假设对 K ^已作好了 一个根又扩 M 的涟 
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使以及 L 〜是 iC 的伽罗瓦扩域. 

设 Kn 是下面的方程式对的分 裂域： 

^ 1 ~ ^ = 0 j ^ G Kn — l 〔 L m ，. 

令 

foo 二 n (^ 1 -^( fl ». 

®£G ( L m , / K ) 

则显然有 a ( a ) GL m ,，/ We ^ W . 对 / OO 的因元 f - cr ( a > 

一个一个地从开始作根式扩域，则得出下列根式扩域的涟 r 

K = L.czL^-^czL^ c ： … C ； L m . 

我 fll 显然有 KndL m . 又因为的伽罗瓦扩域，故可以设 

^ m ' ~ ^ T a ] ， 

设 a 对 / C 的极小多项式足 g ( x ), 则兄然足 nx ) g { x)CKlxJ 

的分裂域，所以^^是尺的伽罗瓦扩域 • | 

现在我们可以证明定理 5. 30中所述条件的必耍性了. 

定理 5. 28任取非常数的多项式/0)€尺[>：|*如果 / O ) 可 
用根式求解，则 C ( L / K ) 是可解群，此处 L 是/00对 K 的分裂域. 
证明 根倨定义 5. 16,存在一个根式扩域 的链： 

尺=… c ：/ c n , 

使 Ic : 凡 应用上面的引理1，存在另一 t 根式扩域的涟： 

/c … c : L m ， 

使 K n dL m , 是兀的伽罗瓦扩域.于是 Lc ： L mt L 白然是 K 

的伽罗瓦扩域，按照伽罗瓦理论的基本定理，我们知道 

C ( L / A )^ G ( L Tn // C )/ G ( L TO / L ). 

应爪定理 2. 22,我们仅须证明 C ( L m / 70 是一个可解胙. 

Ff 次应用伽眾瓦理论，我们-个群列如下： 

凡） 〕 G ( L m / i 2 )〕 …〕 G (厶 m / L m ) = {£>}• 

h 

的根式扩域，所以足伽罗瓦扩域.于足我们恒仅 
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G ( L 7 ; l / L i )> G ( LJL i . 
所以 h # 的邡列足正规舴卯.共商群形如 




G ( L m / L 0 / G ( L m / L “ J = G ( L “/ L 0 • 

出定 d2f， 知 c(L i+1 /Li) 为可解群.于是不难把这个正规群 
別 J 加细 为商群集是交換群集的一个正规群列.所以 C ( L m /TO 是 
可解群. 

引理2设$是 /C 的扩域， L 是 S 的扩域，以及存在 K 的一个 

根式扩域的链和•的一个根式扩域的链 如下： 

K ddo.-cA ， 5' = L 1 cL 2 C=-C ： L m , 

使 : ^〔心， LdL m . 则存在 K 的一个根式扩域的链 

A" = 匚 … CA, 


使 [ 匚 !^ 




证明设 A 是下面的多项式对的分裂域 


fiOO 


i ^ 


令 A = K / = 1，2, …，/0, K n + i 为 / 2 ( x ) 对的分裂域， 


*»* 


A + i 为 / i + 1 00 对 Kn . W 的分裂域， 


_ _ * 


771 


1是 / m ( X ) 对 


m 


-2 的分裂域.则显然有 Kn + 1 DL 2 , …， K n + i 二^ 

于是 


/f = W."CI 凡 

印巧我们所赵求的涟 . 

现 V 我们证明定理5 . s 0 K 所述条件的充分性. 

定 H 5.29 任取#常玫的多项式/0)€尺[>].设1是 /OO 
对凡 的分 裂域.如汜 C(L 704可解群，则/(勺可以用根式求 




rj 




证明如圾 C ( /. , /C ) 迠 "了解 群，则存仵一个正规砟列，使其 

商群部是交換群.把这个正规胩列细化以后，伢以使其商群都是 

循坏群.设此细化衍 的正 规群列为 

G ( L / K ) l > H n _ l 0 > H n _ 2 [> > H 0 = {6?}. 

应用伽罗瓦理论的基本定理，则知与此群列相对应的，冇一个中 
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间域的链 

Ka^iCzK 2 cz 9t *czK n = L, 

共中的伽罗瓦扩域，且0(/^ +1 /仏）足循环辟.设 K i+t 
是多顶式 / i +1 00€H>] 对兀！ 的分裂域，根据定理 5. 27及定义 
5 .W ， 存在的一个根式扩域的链，使兀 i + I 含于此链中的最大 
的 M. 反复应用引理2,不难看出， 存在尺 的一个根式扩域的链 

/C = cz 乙 ， 

使 [CL!. 于足，按照定义 5. 16, /O) 可以用根式求解 • | 

综合上面两 t* 定殚，立得下面的 定理： 

定理 5.30( 伽罗瓦定理）任取非索数的多项式/00€兀[<]_ 
设/00对 JC 的分裂域为 L. 则 /o) 可以用根号求解的充要条件是, 
C(L/dn 了解群. 

证明应用定理 5. 28及定理 5.29. ， 

例17我们府用上而的推理过稈，听根式解三次式，以导出 
本节开始所提到的 Ca r da n 公式. 

假设域 K 夼三次单位根 T 年 U 设七，<2 2 ,0! 3 都是变数，共初等 
对称多项式为 

〜= 0^ + o 2 + a 3 ， 0 2 = W 卜 a 2 a 3 ~r a ^， 0 3 = \(1 2 {2 3 _ 

在中取下而的多项式 

f (X) 二 JJ(x - a t ) : X 3 - 0 r x 2 f 0 2 x - 0 U 

i J 

我们的 U 的尤非是将及心， 0 2 ，0 3 的根式衣出. 
易见/0)对尺(0 1 ，0 2 ，03)的分袈域是冗0 1 ，<2 2 ,0 [3 ). |1 

(诂没者参石•第三京§ 4定理 3. 16后的讨论) •在& 中存在一正规 
群列： 

《 3 [> A 3 C > {£?}. 

不 t fi •出 &适 一个可解群.与上面的正规群列相对应的是下面的 
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域的链 


夂 (m)c： L cx( a i， a 2, a 3). 

容易确定 事劣 +f:，[△ : ^(0! ，化， 03)] = 0 (*^3/ /j ^3) 二2.令 

D = (a - a 2 )( a 2 - a 3 )( a 3 - 〜）， 

显然 D 不是一个对称多项式，所以不在 K(U 2 ，h ) 之中，但 D 

在， 3 作用下是不变的，故 DGL . 由此即知 

L = ^(0 l 9 0 2 t 0 3 ') CD') m 

D 对 A (H,0 3 ) 的极小多项式是(参见第三章例 7) 
g(x) = x 2 ~ D 2 = x 2 + 4016 3 — Q\Q\ - 180 ! 0 2 ^3 4^2 + 

于是可令 

D = \/H0 3 + 9 (91 + ia0 j 2 9 z - 401- 2701. 

令 cr = (1，2,3)以及 

(1) ^ = 0] + crCa ^； 2 + <7 2 ( a ,)^ ya 2 【 2 + a 3 r ， 

则17 

(2) a (/?) = a 2 + a 3 f 2 + a,r = 

(3) c 2 (^) = «3 a i ^ 2 + a 2 .C = W 2 . 

我们把沪 il 体地 5 出来.由 （]) 式，经过计算，幷注意到 

( 2 +1/2= -(【+ 1/2)， 

即 tf P z = 0 \ - 4 (心02 _ 303) + 3(( + 

于足可 fr 

已 = e \ ~ ( hi ~ s 0 3 ) + 3(【+ 5 / = 0 , 1 , 2 . 

又> 

( 4 ) y = ot ! + 汀⑹： + ^ 2 (« 1>^ 2 = a 1 + a ^ + a 3 C 2 , 

则不准•出 

(T(y) =a z + a 3 ^ + a ^ 2 = yp t 

以及 ^ 0 y )= Hy ^= h . 
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把 y 3 ， y 具体地写出来，有 

V 3 --- 0 ； - |(0!0 2 - 303) - 3(r + |) D ， 

h = o \- zo u 

給定/?的 mm 上二式可以确定 y 的値 • 

■ 

利儿（丨），（彳）：式以及下式 

二 + a 2 + ct 3 ， 

:解联立线性方程式，可以求出 a t , a 2 ， a 3 的馗 如下： 

I 

ot 1 (0 i + 沒 + y )， 

3 

<：,) a 2 =^-(0 1 + ^ 2 + yO » 

o 

a 3 =~^( 0 1 +扣 + VO . 

o 


/ l -: 上面所得出的结果中，如果以常数代替变数 a u 
c 2 , a 3 , 则相应地有常数的而 (5) 式显然给出 

/(jc) = X 3 - d x x 2 + d 2 X - B 3 

的•:个根， 

如果在 /( X ) = X 3 -• 心义 2 + _ 中，以 X + 0 l /3 代替 X ，则: * 

项的系数变为 o . 因此，我们不妨假设~ = 0,以简化多项式 • 

此时，我们冇 .‘ 

\ 

D = v/_ 40 2 3 - 27Of, ' 

/ P = |0 3 + 】 v / H ) (注意 =| v /^3), 



a 


a 
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即所谓 Cardan 公式 . 

例 18 与例 I 7 类似，我们要用根式求解四次式 . 假设域 F 中 
有三次本原单位根 f 及四次本原单位根 i . 设 ^ 〜〜八都是变 ; 
数，其初等对称多项式为 

〜〜+ ^4 ， 

d 2 = a x a z + 0^ 3 + a l a i + a 2 a 3 + a 2 a 4 + a 3 ot 4 , 

(1) 

0 3 = a x a z a 3 + + +o 2 a 8 d 4 , 

a ■ 

0 4 = 

在中取下面多项式 

4 

⑵ /00=n (x _ a i) 二 x 4 - 6 t x z 4- 0 2 x 2 - 9 z x +0 4t 

i、i 

则 /CO 对的分裂域是 F( ai ， a 2 ， a 3 ， a4 ). 按照定理 
3. 16 后面的讨论，读者不难看出 

G(F(0tj ,a 2 > GE 3# a 4)7-^ ， C^l ^ 4 )) = ^4. 

在& 中存在下面的正规群列 

5 , 4 >A 4 !>A ； t>N>{e}, 

其中冗 ={ 〜（ 1,2) (3,4), (1,3) (2,4), (1,4) (2,3)},iV = {〜 
(1,2)(3,4)}. 由此立得叉是一个可解群 . 与上面的正规群列 ;^ 
对应的，是下面的域的链： 

^( 0 i, e 2, 0 3^4)C ： L 1 cL 2 c ： ^3ClF(a l ,a 2 ,a3,a 4 ) - 

显然，故 

G (■^ 2 /F (沒 1 ，沒 2 ，卩 3 ，卩 4)) 

是循环群 . 所以我们可以跳过 A ， 商 接求出令 
( 3 ) = OjQjj ■f ' 2 = P2 = + ct^o,^ 
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，则 ft W 用 K , 方!^ 2 ,於 3 皆 + 变，所以月 I ,月 2 ,办 [ 2 . 而 A 作用 
.在集合 {/ V . 圮， 化}上，成为的变換群&，所以 

3 

<4> goo : n ( x 一〜） 

! - 1 

= ^ 3 -(j8 1 +j8 2 - 芦 3 )x 2 + (JM 2 + + 月 2 如 

一 月„3 

是厂 ( a a a 儿 )!>] 中的元素，于是厂代， m ) [ u 2 ， 

5 ( 幻对 i 7 ( 0 ,， n 0 4 )的 0 裂域，以及 

IF ^ e , f e 2 f e 3f 0m W : F(m ^)]>6. 

如此，我们得 L 2 = F ( m 0 mA ]. 经计算后，将出 

( 5 ) 9( X ) = X 3 - Q. z x 2 f 40 2 ) - 02 i . 

用例 17 的方法，我们可以解 （ 5 ) 式，求出圯况，&• 

我们要用纪，的値去求解 a i ， a 2 ， a 3 ， a “ 引入 


y t = 2(\ + a 2 ) - 9 { - a x + a z — % - a 4 ， 

<6) y 2 = 2(«! +«3> - O x - a x - a 2 + 

y 3 - 2(a 1 + a^) ~ 0 J = a 1 - a 2 ~ a ? +a “ 

、 

任取 cr €^， 不难看出灯 ㈠ j ) = 土 yK / = 1 ， 2 , 3 >* 所以经 

.计算，有 

y\=0\ - 4^2 + 4 芦 1 ， 

(7) Vl ~^i~ 4^2 + 1^2> 

V3 = ^ 1 ~ 4^2 + 4^3» 

-以及 

i ( 8 ) ViYiYi = 8^3 - ; l ^ i 0 2 ^ ^ 1 . 

任取 VpV 2， h 适合 （7) 与 （8) 忒，则 « W «2^^ a 4 可以 S 出如下 t 


a 


(^1 7 t ^ Vz + ^ 3 ) * a 2 


(0 t + y t - y z - y a ) 


<9) 


a 


(^1 — Vi + h — 乂3)， a 


(eryr W3 入, 
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在例 19 中，我(门将给出 一 个不能 m 根式求解的邝现系数的£ 
次方程的例子 • 按照定理 5. 30，仅须证叨丼分裂域的自间构群 
CCL / QM 、 •是可解群.为此，我们需要下面的引 

引 S 5设 P 适一个素数， G 足的一个子群.如汜 G 是 
传递的 （即任给 * wG { l ,2,-, p }, 则存在 ad 使(7(0=;)， 
以及有 一 ■对換 dGGG ， lj\[G ~ 

证明 我们在{1，2,…， P } 中定义一个关系” * 

i ~ j 令今 ( I , ; ) G ^ . 

显然，我们有一， 咖叫今 卜、 又如果有 

卜/， 卜 k ， 

则 ( i ’ akxt ， j ) u ， k ) eG ， 

故 i 〜 t 于是，“ 〜”是 一个等价关系.令 

£(0 = {/: /〜*■}， 

即 * ‘所在的等价类.对考虑 cr 在 £( i ) 上的作用.不难看出 
a (£(0) e ^( a (0). 事实上，设/€印)，即（彳， /)€& 则 

(<j(0,a(7)) = a 。 G,/) 。 cr _1 G G ， 

即 cr (/) G £( a ( i )). 同样地， a - l (^( cr (0)) C ^(0 > 且显然 
a - 1 。 cr 与 cr 。 a - 1 分别为五 （!） 及五0(0)上的恒等映射，所以五 G ’) 
与五 O ( i )) 基数相同.而 G 是传递的，所以所有等价子集 
0 = l ,2 f …， P ) 的基数都相同.但集合{1，2,…， P } 的基数为素数 

H 

p , 所以 E (0 的基数只能是1或 P . 注意到对換即 
五 a ) 的基数 至少为2,立得等价子集的基数为 P ， 即只有一个 

等价子集.于是 

(，,/') GG ， 二 1，2,…， ？• 

应 JH 定现 2. 23,立得本定理 . I 

例19我们笮一个不 能用根 式求解的71次方稈的哪子.令 

/( x ) =2^ 5 - .10^ -；- ^ . 

设 L 为 /(\ V 付（？的》裂域.我们要 jM ! C ( Z v Q ) 二 如此，根 
据定理 2.27, \不足吋解辟， 押根倨 定迎叉30，即知 /( x ) 不能用 


3 11 


根 y ‘求解 . 

应用爱森斯 ill 判別定现 ， JUP =5,则立 K/(.v) 是 Q[x] 中的 
不可约 J 项式•在 C[x] 中，令 

S 

/⑺二2工工(乂 - a /)， 

f = 1 

则冇 °^ :( 2[〜]。<?[>]/(/0))二<2[〜](^，;‘ = ：1,2"“，5>.把 
/ O ) & Q [ a i ][>] 內分解成尜兀的乘积之; H , 不难着出， or i7 •可 
以遂步地扩张成由 Lgc 的 Q MI 构•然而 L 是 Q 的伽罗瓦扩域， 

应圮定理 5 . 24 ，即知是 L 的 Q 自同构 . 这样，我(门证明了 
G (A Q) 〖彳:用在{1，2, 3, 4, 5} 上是传 递的. 

我们耍证明/(4有三个 
实根及两个非实根，应用初 
等微积分学的作图法，即可 
得到图 5.4. 馈注意， 

Iim /( jc 〉 = 00 ， 

X —► >0 

lim /( x ) = — oo . 

X - ►-oo 

显然 可见， /cow 三个 
实根，设 a +灼是/( X )的另 
外一个根，此处则 

在复與轭的作用下， 

^ —— 

( x + j 3 i = a — pi ， 

0 = /(a +^i) = /(aT^T) 

— /( a ~ P . O , 

所以 a - y 9 i 足 / O ) 的沿后一个 根. 

-1 {数域 C 的 j [； 轭，作用在域 L 上，出然是 L 的一个 Q 凸同 
构，所以足 C ( L / Q ) 屮的一个元名•它在/00的五个根上的阼用 
是使 八:中 两个根对換，即足&中的▲个对換.又前弭已经证明出， 
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0( VQ ) Cl 5*5 是 ft •递的，根椐 y ! 现 3 ， C (/ V Q ) A 而 A 不是 
可解群，于是 /( O 的根不 能用根 3解出， 

习 题 

1. 设 P 是不等于域兀的持従的索数， 〜/(• 证明 W — a 及 
者在內不可约，或者有一根厲于 

2 . 设为素数,在 QO ] 內不可约，证明它对 Q 
的伽罗瓦群(即其分裂域在 Q 上的伽罗瓦群）同构于 z / vz 上形如 

lij/ + 1 (/c^O) 

的变換所组成的变換群. 

3. 设 F 是特征为0的域，£是“-1(0为素数)在^ 7 上的 

分裂城，证明五可嵌入一个域 X ，使有一串 F 的扩 域链： 

F = = K ， 

其中 F f + i = Fi ( A )， 而且凡包含在尸的一个分裂 
域中，丼中心为素数. 

4. 在上题中，设 F = Q ， P 分别是5及7,试求出所需耍 
的域 K 及中间子域链. 

5. 设兀是域， …， tv 是 夂上超越元. 证明多项式 

f(x) =X n + !/〆—1 + 〜 

在域 /( O ,, …， w n ) 是可离的，且它对兀 ( A ，…, w n ) 的伽罗瓦群是 

6. 试判断^ 5 -3^ + 1= 0能否用根式求解. 

S 8 域多项式及判别式 

设 L 是 / c 的有限扩域，则 L 可看成一有限维的 K 向蛩空 M : 

L = ® Kw it 任给用乘法定义 L 的一个线性变換 A 如下： 

.A(a) = aa 9 L. 



令 ⑽ i 二 ^Ja u w h 

则元素 a 唯--地对应着一个线性变換 A 以及其矩阵[~幻.这样， 
我们可以引用线性代数的定理来讨论代数 扩域. 

定义 5.17 符号如上.称乂的_伴征多项式 det(d-A) 为 a 的 

域多项式， 这里 A = 

讨论 1) a 的域多项式的次数等于此域多项式显 
然是由三者决定的.如果有混淆的可能性，我们将标明 L 

2 ) 我们显然有 


r % _ 


r W t 

锋 

參 

=A 

# 

• 

肇 

# 

. W n ^ 


即 

mm rnm 

0 

( a /- A ) ；=: 


于是， det ( a / - A ) = 0，也即 a 是它的域多项式的一个根 • 

3) a 的域多项式显然是与基元集的选取无关的 • I 
我们要证明下面的 定理. 

定理 5. 31令 a 的域多项式为极小多项式为 /<>)• 

■ 

则有 

1) 如果 L = / q >] ，则 P ( a ：) = /(^), 

2) 令 m = 则 F ( x )=/00' 

证明 1) 应用上面的讨论2)，立得 


/ OOI 尸 00. 

又因为/00 与户 00都是首一多项式，且 deg /( x )= d e gF ( x )， 所 
以必有/00 =,(>)• 
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2) 令 




， 贝 lj{a 0 = ha,a 2 , … ， V - A } 足 A’rXJ 乂 f C 


的一组基.令 {"1，"2, …， V m } JlC ^ 对凡 [ fl ] 的一组站，立得 


{lx v u av lf …，1 x v 2f 
足上对 K 的一组基.令 


a 


1 




< y 


a 


V 


/? j = JiTy I j ••㊉ TCfl J 1 


1 , 2 , 






则义是在 a 作用下的不变子空间，而且 a 对 心的特 征多项式是一 

样的 （V*' = l，2, …， m). 不妨令匕=1.由 1) 即知， a 对及1的特征 

多项式即是 a 对尺的极小多项式 /(x). 于是立得 FOO=/(x)' I 

就像在一般的线性代数理论中一样，令 a 对应的矩阵为 

A = j.] nx 

我们定义“迹”和“范数” 如下： 


n 


定义5,18 a 的迹定义为 = 的范数定义 


■ 


% N i / K ( fl ) = det 人也即，如果的域多项式为 


F(x} = x n +a l x n ^ 1 + ••• + fl 


则有 


Tri ; K ⑷ =• 


定理 5.32 Tr 


hi 


1， = ( - 1 ) n <2 n # 

L —K 是一个 iC 线性映射， N l/k : L^K 

是一个积性映射（即 Ni / k (心）我们还有，任 
取夂 G 兀，则 Tr r / K (/ c ) = n &， N l / k (^ c ) ~ k \ 此处 n =[ U ], 

证明显然. _ 

例20设不是一个有理数的平方.考虑 Q(v/I)〕<^ 


令 二 1， W2 



任取 a ，& GQ ， 则有 


(a -hb%/ d ) xl 


X 1 + b\/ d y 


(fl + b^/ d )v/ d -bd x l + flv/ d . 


即 


A 



bd 




共特怔多项甙为 
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det 



二 （x — a ) 2 - b 2 d = jc 2 - + ( a 2 — b 2 d \ 


Tr (<3 b \/ d ) — 2^ = (fl - ^ b \/ d ) + — b \/ d 、， 

N(a + b y / d ) = a 2 - b 2 d = (a +/? v / d )(a - b^y d ) p | 

我们"下面的关于一组基的判别式的定义. 

定义 5. 19设{如1，％，…，*^}是 [ 对 K 的一组基.则 
…，％ 1 } 的判别式定义为 

Dis{^,, w 2f — f w n } = det[Tr L / K (M； i • Wj)J 9 

讨论如果， …， < } 是■^对 K 的另一组基，令 

< = 2 6 iW ， 卢= [ hi ] …， 

■ 

I 

则不难算出 

Dis {«/" M ；’ 2 , …， w ’ a } = Dis { w lf w 2r …， w fl }(<3 et 万 > 2 . 

显然，基的判别式依赖于基的选取.可是，因为 det >9乓0,所以， 
只要某一组基的判别式为零，则所有基的判别式就都为零.这 
就是说，基的判別式是否等于零，则是扩域 K 的性质了 . I 
我们仃下面的定理. 

定理 5. 33 Dis { w lf w 2f …， 《；„} 乓0令今厶 是尺 的可离扩域. 
证明 参考定理 5. 20,令为 K 在 L 中的可离代数 

闭包.如果 L 则符 

[ L ：^ U = P l f 凡 i . 

其中 P 为域 L 的持征， I >1. 任取令它对 仄的极 小多项 

式为 /( o . 如果月€乙\尺!，设芦 ^ e ^ i ， 但 P <- I e 仄1，则 Gi , 

/ -月’在 MO ] 中不可约.再设对 K 的极小多项式为 g ( x ), 
则有 
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/( X )二扒乂 〆 ）. 



- «j) 2 A-0 # I 




則的域多项式为 


f ( x ) = /( x) r = g ( x p l ) r ^ x n + 0 X x n ~ l 


故 


Tr L/K (^) 


* 



令" = [尺[: K [«]， 则 


[L ： /COT] = [L ： ^^[^[ ： /C[7?]] 


V . 


于足 


=/ o )" 


f ( x pi y = x n + 0 x ^(^ 一 1 +•••， 


所以同样得出 Tr L/ K (^) = 0 # 于是 Tr L / K ( w ^ tt ^) = 0，即冇 

Dis(tv u w 2y ^ f tv n )^0. 

4=-. L 是尺的单扩域 • 令1 =尺[>]，则 {1， a , …， a "- 1 } 足乙 
m 一纟 1 L 站•令 a 的极小多项式为/( X )，则 a 的域#项式 F ( x ) = 
/( O .任取 i 的一个代数闭包设 / O ): fr :0[>] 巾分解为 


/ ( X ) = U ( ^ 。 i ) ， 


g , = a 


共中 与 /) . 易 j 




Tr L / K ( a > = XI 


a 


^ T L / K^ a 7 


E 


a 


于足 


Dis{ 1, a, ."’a 71 — 1 } = det 


n 

況 


• • « 


2 «r 

2«? 






n 


_ ■參 


1>” 


2 


a 


a 


a 


a 


n 


0 


a 


n — 1 


a. 


- i 


a 


n - \ 

n 


ae 


a 


a 


2 


a 


a 


? - 1 1 


n " 1 
2 


a 


a 


n 


a 


n — \ 
n 


1J ! 
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习 


题 


设尺足 Q 的冇限代数扩域，问 


是否总是满射? 


Tr K 


/Q - 


K-^Q 


是否总是满射？ 

2. 设乙是尺的 n 次扩域 ， L = K ( a ) t 设 a 在 7 C 上的极小多 
项式/00的根为 a 1： = a , a 2 ，…，％•对 L 中任一元素月，我们有: 

P ^ a 0 + a x a + + ci n _ l Q n ^ 1 ( 七日 7C). 

令 ^i= a o + + …十 a u ^ { a n -\ 


i«J l L/K 卜 u = 

i - 1 i ^ i 


3. 设 尺的 n 次扩域，而对 K 的极小多项式设为 

g(x) = x m + b 1 x m ~ l + ... + b m9 

令 n / m . 证明 

飞 1 l/k3 = - r bi ， ^L/K^ = ( ~ 1 ) " 

4 . 设 a 是 a : 3 - 2 = 0 的 .一 个根，凡 = 0( a ). 令万= - ] + ct - 
2 a 2 . 试求 Tr K / Q j 5 与 N K / qJ 9. 

5. 设 a 是 W -2 x + 2 = 0 的一个根， 令 K = Q ( a ) ’ 试•求 

Dis(i,a,a 2 ), 

6. 设 D 是一个无平方因子的整数， /( = Q ( v / D ). M ： 求 

Dis(l,v/D) # 

7. 设乙是域尺的 n 次伽罗瓦扩域，其伽罗瓦群 G j ^ ha 屯 

成的循环群，证明对叫 L ， N i/K u = i 的充分必耍条作是：心:在 

使 m / aO ). 

8. 设 L 足域尺的 n 次伽罗瓦扩域，其伽罗瓦群 G 足山 a 生 
成的循环群，设 dGL Tr l / K ^ = 0，证明存在使 

d-c- a(c ) 4 


: 



9. 设乂是有限域， K 是 L 的了-域， 证明映 射 
总 L 到 / C 的满 射. 

§ 9起越扩张 

‘ 我们在讨论域的 a 数时，知近复数域 c 中苻许多对<?的超 

越元 • 換言之， C 不足 Q 的代数 扩域. 一 般當之，任给扩域 
则 L 不一定是兀的代数 扩域. 如果 L 不是的代数扩域，则称乙 
是 K 的起越扩域. 

定义 5.20 1) 设 hJcL ， 如果它的任意冇限子集都是对 /C 

代数无关的，即不适合系数在冗中的任何非零的多元多项式，则 
称{々}是 一 个起越集. 

2) 如果 L 有一起越集{心},使 L = / C ({ a })， 则称 L 是尺的 
纯起越扩域. 

我们有下面的有趣的定理. 

定理 5.34 (LOroth 定理）设有云 7 C ， 此处 x 是起越 
元. 则必存在超越元 V ，使1 =兀(夕). 

证明任取设 

a(X)== _ ， r(x) f s(x)eKM % 

令 Z 为一变数，则^显然适合下面的方程式： 

a ( Z ) - a ( x ) = o , 

即 r ( Z ) - a ( x ) s ( Z ) = o . 

此式左端显然是 L [ Z ] 中的多项式，故 L [ x ] 是 L 的代数扩域，且 
iC ( x ) = L ( x ). 令 m = [ iC ( x ) ••△：]• 再设 x 对 L 的极小多项式 
/(2) G LfZj 为下面的形 式： 

/(2) = Z + ctj ( x )2 T ’’. - 1 + …+ a m ( x ) f 

共中 《办) 温 -， / i ⑴，仏⑴^： ’((>]• 

经 S 理、沿去上式的公力耵 ， U 
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⑴ 

其中 


h{x f Z) - h 0 (x)Z fn + 1 + …+ 


// { (.v) a i( 0 = ⑺， … 人 ⑻）：⑴* 

显然必有某七⑻― e : 尺（否则 x 是对 k 的代 数元） •令 v = ai 〈 x) 否 


则 


\00 

^"IhOO 


fl(JC) ， fc(X)€ 凡 [>],(a(x)，K 乂 ）） = (1). 

^ rn.m X f \ , 


K 尤）’ 


R 然 X 也适合下式 


(2) A ( x , Z ) = ^(^)^(2) -^( x )^( Z ) ~0. 

注意到 / K \ Z ) A)W =/( z )6 L [ Z ]， Mx , Z )/ b ( x ) e ^ LZ ^ 
两者冇 公根 x . 而 /( z ) 在中不可约，故 

f(Z)\A(x,Z)/b (x), 

即#在 vz ) eL [7]， 使得 

A(x ,Z) = ~j^(Z')h(x ,Z) m 

将 （ i ?( x )// i Q ( x )) cKZ ) 看作 &( X )[ Z ] 中的) ii 港，它可表不为 

b ^ Lq ( Z )= k ^) riZ ) , 


办0⑻ 


其中 kW e 凡⑻， r ( z ) 是 K [>][ z ] 中的本原多项式，于是名 

A ( x f Z )= k ( x ) riZ ) h ( x f Z) m 

山 ]: A ( x , Z )， r (2)， 以及 ft ( x ，2) 都适 Xj >][ Z ] 中的本原多项式， 
应 Ji!S 斯 U 1 M , 即知所以•令 

B (x , Z ) = / c ( x 〉 r (< Z ) ， 

剡衍 &[>][ Z ] 内的等 A 


( 3 ) 

令 T ^ deg ^ OfZ ) •则 


A(x ， Z ) 二 B(x ， Z)hCx ， Z). 


n 二 sup ( deg ar / i i ( x ))^ sup ( deg x a ( x )， dcg r &(. v )) 

> deg x A ( x ， Z ). 

比较 （3) 人两鳃^的火紋，我们立得 



w 


deg s fi ( x , Z ) =0. 

现在说明是一个常数，即 d e g z S ( x ， Z ) = 0. 假若不然， 
则 Z ( x ， Z ) 有一个因元 C (2). 考虑 (2) 式，对換则知 
Z ( x ,2> 有因元 COO . 又考虑 (3) 式，是 iC [>][2] 的木原 

多项式，所以 COO 必是 E ( x ，) 的因元，与前面的结果 

deg x B { x t Z ) = 0 

相矛盾. 

总结前述，我们得到 = 圮也即 

i 4( x , Z ) = B . h(x 

于是立得下面的数値哭 系式： 

deg 工 ^ 4 (欠， 2 ) =fi ， 

deg z A(x t Z ) ^ deg z k(x f Z ) ^ 

显然，心 h 乂 0， z ) 故 n = 而少 = a ( x )/ i ?( x )， 

故中的不可约多项式 


Mx f Z ) 

~ Rx ) 


( Z ) — t / b ( Z ) 


以 Z = x 为根 • 此多项式对 Z 的次数为 n = 由 KOOcL ， 即知 


tn =[7C(:sc) : (x) ：7T(j/)] - m 9 

立扔 L = K(t /') 9 I 

例 21 —个不 可约代数曲线 Kx ， m 称为有理代数曲线， 
如果存在参数式 

jc = a ( t)，y = /5( i ), a (0^(0 €^(0, 

使得 /( a ( t ), j 8( t )) = 0. 令 i 为 / C [ xj ； V (/0：, j /)) 的比域，应用 
上而的 Likoth 定理(参看本节习题 7 )，则立得 

L = 尺( 〆 ）， 

其中 〆 为 i ( t ) 中一适当的超越元. 

我们把 i 面的道理应用到积分学上：求下面的积分 

f/(cos 9, sin 0)d0 m 


351 



令 X 二 sinC ；，y = COS 9 , 则 x ， y 适合下式 

x 2 + y 2 ^ 1 # 



此式定义的是单位 

圆.我们来求工，夕 
的有理参数表示. 
以点 （ o ， i ) 为投影 
中心，作图 5. 5所示 

的投影，则不难算 
出 



易知 


故 


户， 


dx 


2-2t 2 

( t 2 + \ y dt ^ 


代入原积分式，即得 


/(sin 0,cos 9) dO - 5(0 心， 


其中扒0为 〖的有 理函数 • 于是，三角函数的积分就归结成有理 
^5数的积分了. 


例22幷不是所有的代数曲线都是有理代数 曲线. 我们举一 
例说明之.令^+^-160[>汐],此处 n >2. 我们要证明，这 
不是一个有理代数曲线. 


假设有 

fl (0 

、 I I ■■ 

Luy 


.卜器 ， ^co,Ko,^(o^(oecM, 
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使得 


Wy 


o (0 

d(t) 


n 


n 


1 = 0 # 


通分，消去公因元之后，立得 

0) Rty ^ gay ^ h{ty f 

其中 fG )， s ( t ) Mt ) eC [ x ] } ( f ( t )， g ( t ) Mt )) = ( r )， 且 /( t ), 
々( O ( t ) 中最少有一个不是 常数. 我们要说明这是不可能的. 
假若有三个多项式满足上述条件，我们无妨假定 （1) 式中的 /( f ), 

的最高次数 

max{deg /( jc),deg g ( x)，deg h ( x )} 

是所有满足上述条件的三个多项式的最高次数中的最小者，因为 
C 中含有 -1 的《次方根，所以又不妨设 

deg h ( x)^deg f ( x ) ,deg ^( x ), 

令 w 为 n 次单位根，则 （1) 式可改写成 

n 

⑵ XJ (/(0 + w ^(0) = A ⑴、 

1-1 

由于/⑴ + V 50) 与/⑴( I 乓 /) 的公因元必是 /( t ) 与 
及0)的公因元，因此也是的因元，所以 / G ) + 6 T £ TG ) 与 
/( t ) + W 々( t ) 必互素.令 
(3) /(t) + w f ^(0 = h i {t') t i - 1,2, 


则 （ A ， (t),~(£)) = (l) (4/) .又有 Jp,G)= W , 故必有 

I - 1 

(4) /t i (0=a,(0% 

将 （ O 式代入 （ 3 > 式，由对应于 》 = 1,2,3 的三个式子中消去 fOO ， 

以 A 我们立得 


^l^lCO ° + = 63^3(0 n 9 

共中 s " e 2 j 3 GC . ^*^,(0 = ( a i ( t ) (* = 1 ,2,3〉，贝 lj 

PiW n ^ A(o n =A(o\ 
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显然有 


max{deg AW , deg ft(0 ,deg 

<max{deg / ⑴， deg g(t) ,deg k{t)} m 

又由 （3) 式不难看出\0)(; = 1,2,."，/1)中最多只能有一个是常 
数，故仏(0, 2 (0 ,办 3 (0不全是 常数. 这与我们开始时对 / G ), 
WOj ( t ) 的假设相矛盾. 

讨论 Ltiroth 定理能不能推广到二元或多元的情形？我们现 
在所知道 的有： 

Zadski-Castelmiovo 定理设凡是特征为零的代数封闭域, 
则任何 / C ( U 0=3 L 云尺可以写成 L =：7 C ( u ) 或 / C ( u '), 此处 u , y 
是代数无关的， 

如果 尤的特 征不是零时，则有 反例. 又在三元时，类似的结 
果幷不成立，也有反例(如 Cleimens-Griffiths, Iskovskiv-Manin , 
M.Artin-Mumford 等的反例 )• | 

以下我们讨论 i 对反的 “超越次数” • 这与关于向量空间的 
维数的讨论是很相像的.从更高一层的抽象来看，两者是完全一 
致的. 

定义 5.21 给定 L 的一个子集{々}•如果 L 是的代 
数扩域，则称 {〜} 是 L 的生成集. 

定义 5.22 如果 {\} c:L 是对 /C 的一个超越集，又是一个生 
成集，则称{々}为 L 对 兀的起 越基. 

讨论在向量空间中，与这里“代数无关”（超越集的定义 
5. 19中）、^({^})\ “超越基”相对应的分別是“线性无关”、 
“{々}生成的子空间”、“基” . I 

如同在向量空间的讨论中一样，我们考虑下面这个简单的情 
形， 

定理 5.35 设{&，々， …，、 }是乙对尺的一个超越基.乂设 
{%•}是 L 对仄的另一个超越基，则{力}有《个元素. 

证明 证法与 向最空 间讨论维数时所用的“替換”方法是一 
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拃的 • 任取心，则幻是对兀 Ol , …,心)的代数元•子是存在系数 
取舀 K 的 II +1元非黎多项式/，使 

/( WttW ) = 0 , 

在此多项式中，必有一个 x i 出现. 我们要用 W 替換即证明 

•，尤 n}U {^ j } 

也是超越基.证法如下： 

1) 先证乙 是尺 (6, … 〆 i -〗, 的代数扩域•艰 
实上， L 是兀 0!， …，、，力)的代数扩域，尺(欠1， …， 又是 
KCx t , f Xi ^ lf x i + lf ... , x n ,^ j ) 的代数扩域 • 所以 1) 得证 • 

2) 再证{\, …,々 X n ，力 } 是超越集.假 若不然 ，设 

I 

5( x i ，… ，欠 f - l ，欠 i + l ，… ， x n ，$;) = 0 ， 

自然， W 必然出现，于是 L 是 ，…, XM ' i+1 ，…， x tt ) 的代数 
扩域，也即 A 是对凡 (6 ,… ' i-i A + i ,…，^ ：) 的代数元，立得 （ A ， 
… ，、}不是超 越集. 

建立了上述的替換方法后，我们取沁替換々，不妨设 f = U 
于是 { h ,} 是一个超越集 • 我们再用力替換怜1，心，…， 

、}的元素时，考虑方程式 

fOi t x zr - 7 X n > l / z ) =0, 

此式中必含有々,♦••，、之一(否则/成为义与 h 适合的多项式 
了，这与代数无关相矛盾) • 因此我们可以用 A 替換某个 
xM >2) 9 不妨 即设& = 2. 反复如此作下去 ，立德 

n = { A } 的的戡数 • 

于是二者必然相等 . I 

讨论在 一 般情形下， L 的任何两个超越基都有相同的廣 
数.艿证法不难，只是较繁而已 • 所以本书不⑴人. 

定义5 . 2 3 m 尺的超越次数定义为超越基的基数，用符分 

tr deg ( L // C ) 及示之 • 
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习 


题 


1 • 设1足夂的扩域，凡 c : Fc L •如果 

tr deg ( fy / T ) = s，tr deg ( L / F ) 

证叨 tr deg ( I // i ；) = s + 

2. 设 tO ) 足 / C 的单超越扩张， uG / cO ). j 正叨七00=&00 
的充要条件是 

ax + b 

U = cxTd f a ， b ， c ， d Gk, ad~bc^ ： o, 

3. 设是々的单超越扩张， n 是正整数•证明存在 
无00的 n 次扩域兀， 使尺对 仍为单超越 扩张. 

4. 设& 是域， f ( x ) , gix ) deg fix ') = tn y deg g(^xy 

B n • 又设左 ( w ) 是 ft 的一单超越扩张，令 a = /(“)， 0 = g ( u )• 
证明 a , 万满足一个对(2为^次， 对月为 m 次的方程式 • 

5. 设 L 是域 K 的扩域，仏，五 2 是两个中 间域.证明： 

tr deg (£ 1 E 2 /7 C)>tr deg ( E t / K ) (i = 1,2)， 
tr deg ( E 1 E 2 / K)^tv de ^ EJK ') + tr deg ( E 2 / A ：) # 

6. 设&是 复数域 C 对 Q 的超越基，证明 S 是无限集. 

7. 设 /( W ) 是凡 [ W ] 的不可分解元， 幷且 存在 a ( i ), 

使得 /( a (0,^( t » = 0. 定义凡 O , 夕] 到 K ( f ) 的 

映射 


炉： g ⑽）， P ( ty ), 

证叨0 W 生出凡[> ，义] /(/0，y)) 到 K ( t ) 的环单射，从 jfi] 描知 
K 1>, y ] / ( / ()) 的比域 L 可以眹入 /(( £ ) 作 为丼 子域， 



附录自然数的皮诺公理系 


自然数 0 ， 1 , 2 ，… 是人们早已熟知的，但由于它在数学中起 
着重耍的作用，我们有必耍从逻辑上给出它的严格定义，在这个 
附录中，我们介绍一下皮诺 ( Peano ) 的自然数公理体系. 

定义设汉是一非空集合，而且： 

1) 在#內存在一个特定元素，记作0; 

2) 存在#到自身的一个映射，记作 nhn + ， 称为 后继映 
射，使下面三条公理 满足： 

( a ) 对任意 ”6#， « + ^0 j 
( h ) 是一个单射 ； 

(O (归纳公理)#的一个子集： T 如具备如下条伴： 

0 oeT ； 

ii ) 苦了，则 n + eT ， 那么，必定苻了二…. 

此时，称#是一个自然数系， at 內的元素称为自然数. 

从0然数系定义中的归纳公理，我们立得如下重耍的原理， 
第一归纳原理如果毎个自然数 n 都对应于某个命题 ECn )^ 
当已知：1)命题 E (0) 成立； 2) 若命题成立，则命题 E ( n +) 
必定也成立，此时即可断定命题 £( n ) 对一切自然数 n 部成立. 
证明。以 T 表;^ 使命题五扣）成立的所有自然数 n 所成的集 

合. 按假设， od 且于是按照归纳公理， 

了 =汄 | 

上而闲述的第一归纳原理，就是我们常用的数学归纳法的理 
论仿刼 . 

下而我们再从汉的定义出发，在#內 定义加法、 乘法，幷 
使它们滿足我们习以为常的一些运 兑规律 . 为此，我们先来证明 
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一个定 H , 

递归定 理令& 是一个集合，足 S 到 Q 身的一个映射 ， a 
是 *5 的一个固定 元素. 那么，存在汉到 S 的唯一的映射/，满 
足如下条 件： 

1 ) /( 0 ) = o,\ 

2) /(n + ) = ^(/(n)) # 

证明我们考察集合 A = {( n ， s ) : n ^ N , seS } 9 设尸是由 
具有下列性质的 A 的: f •集 C ； 所成的 集合： 

1 ) co^yeu ； 

2) 若 0 hb ) eu ， 则 （ rr ， f p ( io )( EU . 

显然，厂，故厂 ^0 % 命 F 为 r 内所有集合的交集 ， $cfn H 
( o , fl )€ F ， 故 F 乓 〆 • 下面证明卩的两条基本性质 • 

1) Mn ^ N , 必存在这是因 为：令 

T = {n G 存在6 6 A 使（0)€尸}， 

则已知 OGT . 又若 ne ?， 即存在 hGA 使贝 lj ( n ，6) 
厲于尸的任一元素于是 (〃 + ， P (&)) 属于尸的一切元素 U ， 亦 
即 ( nVW ) GF . 干是按归纳公理 ， T = N 9 

2) 若 ( n , lOeF ，( n t y ) e ^ 9 则必有 6 = 证法如下： 

令 

r = { neJv ： 若 ( n ， b )，( n f b ^ eF=>b = yy . 

先证明 06： r . 已知(0')€匕若有(0,心）€尽但从 F 
中去掉(0, 〆 ），得到 A 的子集 F ，， 显然尸/€；%故尸，2尸.但 
已知 p 为 F 的眞子集， 矛盾. 故必有夕 = a , 即0€了.再证明， 
若 neT ， 则 n + G 了. 用反证法，如果否7 1 ，取 ( rt ,6)€ F ， 此 
时 ( n + ， K &)) €巧冏时应苻使 ( n ' c )^/ 7 . 从尸 中去 
掉(《+,0得到子集不难验证从而这样导 
川矛盾.根据归纳公理， WifT 

现在定义况到 5* 的映射/如下：若 ( nJ )€ F , 则令/(«>-^ # 
显然冇 



1) /(0) = ai ' 

2) /(O =<Kf(nyK 

如果另有汉到 S 的映射 p 也满足定理耍求，则利用归纳公理: 
可知，对一切《6汉，都有 a ( n )=/( n ), 即 = 这表示/是: 
满足定理要求的唯一的映射 ， 丨 

(一） JV 內的加法运算 

任取在递归定理中，取 AT , a = m , P 为后继映 
射.我们得到沢到 W 的一个映射 / m . 此时，对任一 况 ，定 
义 

n + m=f m (n) 9 

称上式为況內的加法运算 . 

N 內的加法运算满足如下运算规律： 

1) \/n£N, n + 0 = 

2) 交換律： n + m = m + nj 

3) 结 合律 ： （m + 7 i ) + f = m + (n + Z)j 

4) 消去律 ： m + n = l + n=^m = 

上面这些运算律都可以从逻辑上给以严格的证明.我们只举 
两个 例子， 

1) 的证明 按定义，我们应证明/。(吣=«.令 

T = { i z eN ： f m) 二 k) • 

因 / o (0)=0， 故 OGT . mT ， 则 / 0 (/c) = L 于是 

/ott + )-C/o«)] + = ^% 

故 kH 按归纳公理， t ^ n , I 

2) 的证明我们先证明 / ft +«)=[/ n «：>] + ， 为此，令 

T = { kei ^： A+(t) = [/»«：)] + }. 

首先，因为 /n + (0) = = [/fl(0)] + ， 故0€了.其次，设& 

即 

/n+C^C) =[/«(^)] + * 
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那么，我们有（利用递归定理中映射/的性质） 

/n^a + )= [/„ + «)]+ = {[/n(«] + } + = {/n« + 〉} + ， 

即子是按归纳公理 ， T = N . 

现在取定 mG #. 令 

: T = { neN : / m ( n ) =/ n ( m )}. 

因 / m (0) 二饥=/。（ 饥）， 故 OGT . 设 k d 我们有 

fm(^) = [fmOC)] + = [/fc ( 饥 ） ] + = /fc + (m). ， 

即 / C + €7\ 故 T = N . 这表明对任意的 m,n 6 災，我们都有 

m + n = n + m # | 

(二） w 內的乘法运算 

任取 me 汉，在递归定理中 ， = a = 0, P 为映射： 
n ^ n + m , 于是我们得到況到自身的一个映射 /' 对任意的 
^ 定义 

nm = / m ( n ), 

I 

称上式为#內的乘法 运算. 

災內的乘法满足如下运算律* 

1 ) 0 .w = 0， 

2 ) 交 換律： mn = nm i t 

3 ) 结 合律： ( mn)i = m ( n /)> 

4 ) 消 去律： mn = In ， n ^：0 =^tn =/| 

5) 分 配律： Z(m + n ) =/m + Zn . 

上面各条运算律的证明从略， 


(=) 尺內的序 

任给 m ’打 G N • 如存在 x ^ N , 使 m =: n + X ，则定义 tn^rt 
<或写成于是有 

1) m^n 9 = nj 

2) 若 m > n ， ，则 
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3) 对仟意 的爪， 况，饥二者必打一成 

立； 

4 ) 況的卬一非空子集$中都存在最小 a 然数，即丫 /• 在 k 

5) 若 - ，则 m + l^n + li 

6 ) ?f 则 mlX 

上面各条的证明也从略. 

有了上述三个方面的结果，我们所熟悉的自然数的一些基本 
知 m 都从逻 辑上严 格地确立起来了. 
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汉英名词索引 


面① 


一映射 one-one in^^pirig 


一兀多项式环 ring of polynomials ia one variable 

Frobenius 映射 Frobenius map 

Liouville 定理 Liouville’s theorem 

Ltiroth 定理 Luroth’s theorem 


f 距离 distance 


f 群 f-group 


夕 -adic 数 p-adic number 


Zariski-Castelruiovo 定理 Ziriski^Castelnuovo theorc 
Zoni 引现 Zorn’s lemma 


二而体詳 dihedra! group 

儿何次数 geometric decree 



画 




m 


上限 

upper bound 

子枭 

subset 

子 P 

subgroup 

子环 

subring 

子域 

subfield 

子空间 

subspace 

子模 

submodule 

幺元 

unit 


unit group 


①儿芡文 7 母开始的 R 汇都并入一画之内。 
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四 m 

不变&会 invariant set 61 

不变域 fixed field 317 

不变予翁 ' invariant subgroup 73 

不变因子 invariant factor 227 

不变式 invariant form 228 

不可约数（不可分解数） irreducible number 9 

不可约元（不可分解元） irreducible element 126 

不可数集 uncountable set 1 

中国剩余定理 Chinese remainder theorem 23,220 

分解型 decomposed 33 

分歧型 ramified 33 

分裂域 splitting field 314 

分配傅 distributive law 16 

分母系 multiplicative system 123 

内涵 content 131 

内 ft H 构 inner automorphism 72 

内 同构群 group of inner automorphisms 86 

内积 inner product 247 

互岽 coprime g 

无 fli 集 infinite set 1 

无限群 infinite group 64 

无幺元的 ？ f ring without identity H 2 

尤拉 p 函数 Euler ^-function 18 

尤拉定理 Euler’s theorem 18 

公因数（公因子，公因元） common divisor 8,2&,12S 

公倍数 common multiple g 

比域（分 式域〉 quotient field 121 

比 $ weight 143 

贝帶数 Betti number 220 

贝朱定理 Bezout^s theorem J 55 

心 center 74 

斤顿定理 Newton’s theorem 14 3 
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双项运灯 binary operation 


50 


五 SJ 

代数茁本 fundamental theorem of algebra 229, 2H 

代数数 algebraic ntimbcr 272 

代数元 algebraic element 27Z 

代数扩域 algebraic extension field 275 

代数闭包 algebraic closure 280,291 

代数函数环 ring of algebraic functions 171 

代数封闭域 algebraically closed field 2 70 

代数次数 algebraic degree 243,27S 

代数 多柞休 （代数斿） algebraic variety 1C- 

可离（分）代数元 separable algebraic dement 2 0 ；j 

可离（分）多项式 separable polj'nomial 30:; 

可离（分）代数扩域 separable algebraic extension field C07 

玎 ? 驾（分）代数闭包 separable algebraic closure 310 

可逆元 invertible element 112 

可数犯 countable set 1 

可数无限猫 countable infinite set 1 

可解群 solvable group 100 

正规子群 normal subgroup 73 

正规 [Tf : 列 normal series for a group 93 

正规扩域 normal extension field 315 

正交祁 orthogonal basis 251 

正交姐阼 orthogonal matrix 256 

主余数 principal residue 16 

主理想 principal ideal 163 

主理想环 principal ideal ring 165 

主顼愆 狖环 principal ideal domain (p.i.d.) 165 

主®想牿环上打 I 亞生成悦的站木; II 理 fundamental theorem for 

finitely generated modules over a p. i, d, 218 

vi ： ^ . ^ymmrtric group 1>102 

对称 $ 项入 symmetric pol) r rjomial 

对你 symmclric matrix 253 
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对称变换 

i symmetric transformation 


256 

角矩阵 

: diagonal matrix 


238 

.对偶空间 

dual space 


246 

本原多项式 primitive polynomial 


131 

本原单位根 primitive root of unify 


301 

包含 

inclusion 


1 

半序 

partial order 


5 

皮诺公理系 Peano’s axioms 


7 

右陪集 

right coset 


65 

左陪集 

left coset 


65 

长度 

length 


100 

生成柒， 

生成元集 generators 


64,178,207,354 


六 

画 


冇限集 

finite set 


1 


finite group 


64 


冇限生成交换群的基本定理 fundamental theorem for finitely generated 

abelian groups 2 了 9 

有限生成群 finitely generated group 64 

布限生成摸 finitely generated module 207 


有限域 

finite field 

111 

冇限扩域 finite extension field 

2:9 

交集 

intersection 

1 

交代群 

alternating group 

103 

交换律 

commutative law 

16 

交换群 

commutative group (abelian group) 

74 

交换环 

commutalive ring 

112 

因数，因子，因元 divisor 

8,29,126 

同余 

congruence 

15 

同佘子集 

congruence subset 

16 


isomorphism 

73,153,210 

mow 

isomorpliic 

73,153 


ho;:iomorphism 

73 


automorphism 

73^158 
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U group of automorphisms 83:, 

S 由換 free module 212 : 

自伴交换 self-adjoint transformation 256 

D 伴 > 1 ! 阵 self-a 1 joi/ \ matrix 256 

j 

共轭 conjugacy 73 ： 

共轭类 conjugacy class 73 

典轭臾方程式 conjugacy class equation 87 

合成 composition 51， 327 

合成群列 composition series for a group 93 

向盘 vector 175, 

空间 vector space 175. 

导数 derivitive 151 

轨逍 orbit 5 S. 

收敛序列 convergent sequence 40 

并染 union 1 

次数 degree 119 

阶，阶数 order 64,111 

西洛 p 子群 Sylow ^-subgroup 90 

许来尔定理 Schreier，s theorem 9 a 

行列式 determinant 239 、 

扩域 extension field 275. 

良好定义的 well-defined 17 

传递的 transitive 341. 


七 面 


伽里略群 Galileio group 53 . 

伽罗瓦群 Galois group 317 

您瓦扩域 Galois extension field 316 

你汉瓦理论的 S 本定理 fundamential theorem of Galois theory 317 

^PKZM Galois，theorem 336. 

初 $ 对称多项火 elementary symmetric polynomial 142 

初等 因子 elementary divisor 221*227 

^ elementary decomposition 221 

纯 不 ]( 分）代数元 purely inseparable algebraic elcn^nt 311 



纯不可离 

( 分）代数扩域 pmb inseparab^ 

txltrsion field 311 

纯超魃扩张 purely transccndacial extension 

349 

完备的 

complete 

46 

完备化集 

completion 

41 

完全域 

perfect field 

306 

ff* ord 

cr 

5 

灯列 sequence 

40 

酉矩阵 

unitary matrix 

256 

酉交换 

tmitary transformation 

256 

局部化环 

localized ring 

123 

希尔伯特基定理 Hilbert basis theorem 

168 

伴随交换 

adjoint tracsforination 

254 

判别式 

discriminant 

'.52,243 

坐标系 

coordinate system 

195 


八 画 


钱性群 

linear group 

54 

线性无关集 

linearly independent set 

181 

线性变换 

linear transformation 

192 

线性函数 

linear function 

246 

职位根 

root of unity 

301 

增射 one-one mapping 

1 

单满映射 

one-one onto mapping 

1 

单群 simple group 

100 

单扩域 

simple extension field 

311 

环 ring 


112 

环映射 

homomorphism of rings 

158 

环单射 

monomorplilsm of rings 

153 

环满射 

epimorpMsm of rings 

158 

极大理想 

maximal ideal 

163 

极大宂素 

maximal element 

5 

极大原则 

maximum principle 

16S 

极小多项式 minimal polynomial 

278 

极限 limit 

41 



: r ； ^ r /\l Jordan-Ifolder theorem 

9 & 

若 : T i ^ 准式 Jordan canonical form 

230 

览积 direct product 

7,56,85 ， 116,211 

直和 direct sum 

50,85,116,17» 

范数 norm 

26,259,34i 

非忠实的 unfaithful 

82 

表示法 representation 

195 

典型映射 canonical homomorphism 

7a 

实数芯当标准形 Jordan normal form over real numbers 

234 

奇变换 odd transformation 

10S 

威尔 逊定理 Wilson’s theorem 

20 

罗伦兹群 Lorentz group 

53 

变换群 transformation group 

58,83 

拉格朗 日定理 Lagrenge ’ s theorem 

66 

细化 refinement 

93 

质数（素数） prime 

9 

忠实的 faithful 

82^ 


九 画 


相伴 

associated 

3CM26: 

相似 

similar 

201 

挠因子 

torsion factor 

21» 

挠元素 

torsion element 

219' 

挠子群 

torsion subgroup 

219 

挠子校 

torsion module 

219, 

挠分解 

torsion decomposiiion 

221 

费马 定理 

Fermat^ theorem 

19,299 

费马诺数 

Fermat primes 

289 

复幣数仍 

complex integers 

26 


complex prime number 

30 


mapping 

1 


image 

158- 


associative law 

16,50 


resultant 

ur 



W multiple root 



柯西序列 Cauchy sequence 
欧几 M 得算法 euclidean algorithm 
逆元素 inverse 


迹 trace 

竹一多项式 monic polynomial 

•4 - l?!j 


特殊线性群 special linear group 

特征多项式 characteristic polynomial 

特征值 characteristic value,eigenvalue 

特征根 characteristic root 

特征向屢 eigenvector 

特征子空间 eigenspace 

特征 character 

特征數 characteristic number 

素元 prime element 

素数 prime 

素理想 prime ideal 

素域 prime field 

诺德环 noetlierian ring 

根 root 

根式扩域 radical extension field 

惯性 inertial 
矩阵 matrix 

倍数，倍元 multiple 
陪槊 co set 

Hi value 

核 bernal 

消灭子 annhilator 

弱内积 weak inner product 

爱森斯坦判别定理 Eisenstein’s criterion 

偶变換 even transformation 


142 

66 ' 

40 

8.26,133 

16,50,112 

244,345 

227 

5 & 

240 

241 

241 

242 
24 3 
296 
296 
129 

9 

16 3 
29 & 
166 
141 
331 

33 

177 

8,29 

65 

141 

75,158 

219 

246 

282 

105 


369 





為斯整数集 Gaussian integers 

26 

髙 斯定理 Gauss'ntheorem r 

33 

高 斯引理 Gauss'lemma 

131 

第一同构定理 first isomorphism theorem 

77 

第二同构定理 second isomorphism theorem 

94 

第三同构定理 third isomorphism theorem 

96 

第一西洛定理 first Sylow’s theorem 

89 

第二西洛定理 second Sylow * s theorem 

90 

笫 3 西 洛定理 third Sylow * s theorem 

90 

商集 quotient set 

4 

商群 quotient group 

i 0 

商环 quotient ring 

1^3 

商模 quotient module 

210 

基数 cardinal number 

1 

基 b-sis 

ISO,212 

域 field 

1 10 

域多项式 field polynomial 

r 

344 

理想 ideal 

153 

难一分解整环 unique factorization domain 

127 

唯一分解定理 unique factorization theorem 

10,31 

常 m scalar 

m rw 

1 i 0 

维级 dimension 

十 二 W\ 

137 


超越数 

transcendental number 


超越元 

transcendental element 

275 

超越枭 

transcendental set 

349 

起越基 

transcendental basis 

354 

超越扩域 

transcendental extension field 

349 

起越次数 

transcendental degree 

355 

赋值 

valuation 

37,121 

赋值的独立性 independence of valuation 

39 


370 



等 价关系 

equivalence relation 

4 

筇 价子集 

equivalence subset 

4 

等距变换 

unitary transformation 

256 

最大公因子 greatest common divisor 

8,29,12 移. 

最小 公倍数 least common multiple 

8 


nilpotent group 

89 


set 

1 

距离 

distance 

37 

扼环群 

cyclic group 

51 

链 chain 

5, 

釗 （分） 

圆多项式 cyclotoniic polynomial 

3o2 

强三角不等式 strong triangle inequality 

33, 


十三 画 



null rir g 

112* 

零因子 

zero divisor 

112' 

零点 

zero 

141 


zero vector 

175 

群 group 

50 

群映射 

homomorpuism of groups 

7 孓 

群单射 

monomorpliism of groups 

iZr 

群满射 

epimorpliisiii of groups 

1 % 

釣笼定理 pigeonhole theorem 

1 


十四 @1 


模 module 

20& 

模映射 

homomorphism of modules 

210 

模单射 

monomorpliisin c r modules 

210 

模满 at 

epimorplusm of modules 

210 

模 h 构 

isomorphism of modules 

210 

象 image 

75,210 


pre-image 

75 

谱 spectrum 

260 

缩刺余 :: 

:: reduced residue classes 

18 



满射 onto mapping 

数学归纳法 mathematical induction 

稳定群 stablizer 



整环 


integral domain (domain) 






























